Caracteristicas Estaticas e
Dinamicas




Caracteristicas estaticas

Um sistema de medicdo, devido aos seus diversos
elementos, sempre apresenta incertezas nos valores
medidos.

Todo sistema de medicao esta sujeito a incertezas
(erros de medicao), o que torna um sistema melhor em
relacdo ao outro € a diminuicao deste erros a niveis que
sejam aceitaveis para a aplicacao.
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Precisao - A precisao de um sistema de medicao
representa o quanto as leituras fornecidas por ele se
aproximam do valor medio de uma amostra. O desvio padrao
(erro aleatorio) expressa numericamente a precisao de um
sistema de medidas.

Exatidao - A exatidao de um sistema expressa o
qguanto as leituras fornecidas por ele se aproximam do valor
real que esta sendo medido. O desvio sistematico (bias)
expressa numericamente a exatidao de um sistema de
medidas.

A incerteza de um sistema de medicao € a combinacao
da precisao com a exatidao deste sistema.



Tolerancia - O termo tolerancia indica o erro maximo
do sistema de medicao

Repetibilidade - Este termo € utilizado para expressar
a capacidade de um sistema de medicao em indicar a mesma
saida para uma serie de aplicagcbes do mesmo sinal de
entrada, sendo os intervalos de tempo entre as aplicacoes

relativamente pequenos.

Estabilidade - E a capacidade do sistema em indicar a
mesma saida para uma serie de aplicagbes do mesmo sinal
de entrada, quando os Iintervalos de tempo entre as

aplicacbes forem longos.



2.1.1 - Calibracao e padroes de medidas

Todo instrumento de medicao e consequentemente todo
sistema de medicao deve ser calibrado ou aferido para que
forneca medidas corretas.

A calibracao € o processo de verificagcao de um sistema
de medicao contra um padrao que pode ser primario ou
secundario.

O padrao primario € definido por entidades
especializadas, renomados Institutos de pesquisa ou
entidades governamentais especificas de cada pais.

Dificilmente se faz na pratica a calibracao pelo
padrio primario.
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O padrao secundario € um instrumento que tem
precisdo maior que a do sistema que esta sendo calibrado.

Os padrdoes secundarios sao calibrados a partir dos
primarios com suas devidas certificacbes feitas pelos
Institutos responsaveis.

Os instrumentos que constituem padrao
secundario devem ser constantemente verificados, pois
devido ao uso e as eventuais condicoes ambientais ndo
adequadas, alteram-se as suas caracteristicas
(parametros de funcionamento).



Existem algumas razbes pelas quais um sistema de
medicao em uso pode nao corresponder a sua calibracao.

Primeiramente, o sistema pode estar sendo utilizado
sob condicoes diferentes daquelas em que o instrumento foi
calibrado.

A maior parte dos sistemas de medicao € sensivel a
temperatura, e a calibracido geralmente ¢ feita apenas para
uma temperatura especificada.

Outras condicoes do meio ambiente também podem
afetar um instrumento, por exemplo, sdo afetados por
mudancas na pressao atmosférica, e outros pela umidade
relativa.



Estatistica aplicada em medicoes

D=D +U,

A - Calculo de incerteza de grandezas com varias medidas :

A.1 - Valor médio das medidas e desvio padrao da amostra:
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A.2 - Valor da medida e sua incerteza :

Exemplo: Medicdo do diametro de uma barra circular :

Sao0 efetuadas n medidas em diametros diferentes, i=1
até n , e indica-se :

D=D+U, U, = 3.6, + B,

onde:

3 : Parametro “t” de Student para 99,7% de confiabilidade.

By : Erro sistematico (bias) do instrumento, obtido com
calibracao comparada a um padrio rastreavel



B - Calculo da incerteza de grandezas com uma medida :

Utilizando um instrumento que seja confiavel ou que
tenha sido aferido contra algum tipo de padrao com menor
divisdo da ordem de 10% do valor da menor divisao do
Instrumento, podemos adotar:

1 e .
Incerteza : Uy = > Menor divisdo do instrumento

. ~ U .
Desvio padréo : oy = ?X considerando B, =0



C - Calculo da incerteza de grandezas dependentes:

r=f(G, G, ..., Gm ) = Grandeza dependente

c Desvio-padrao da grandeza dependente

r

G, G, ..., Gm = Grandezas independentes

cg = Desvio-padrao das grandezas independentes
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Exemplo 1: Area em fungdo do didmetro

A=f(D)= U,=7 com D e o, conhecidos [m]

OA ? nD nD* 2 o)
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Exemplo 2: Resisténcia como funcao da tensao e da corrente

R=fV)=VIl => U.=7?  Vl,o, e o =conhecidos




Exemplo 3: Medigao de comprimento com uma régua ou trena

\n|||||||\|||||||||‘|||||||||\|||||||||;|||||||||||||||||||||||||||‘||||||||||||||||||||||||||||
10 20 30 40 50,60 70 80,90 100

L=f(L,L)=L-L => U =? L L, o, c;=conhecidos
2 2 2 2
C, = i i.@ = i.c + or .C + ..+ or e}
&l T oG, © 0G, = oG, =~ °m

oL ’ oL i O = \/ (1 O ¢ )2 T (_ 1.0 )2
O = GL Oy | T E'GL—i 5 5

=0, = 0—35 =0,166...[mm] o, =0,236..[mm]

U, =36, =0,707..[mm]
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D - Ajuste de curvas - Método dos minimos quadrados

Devido a simplicidade dos calculos e a extensa
aplicabilidade em ajustes de curvas em pontos (regressao
numerica), o0 metodo dos minimos quadrados € largamente
utilizado na calibracao estatica de sistemas de medicao.

Pode-se utilizar este metodo para varios tipos de
curvas (funcoes), e aqui apresenta-se uma aplicacao para
medidor de vazao tangencial, calibrado atraves do metodo
gravimetrico.



Equacionamento:
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Caracteristicas dinamicas

Funcao de transferéncia

O estudo de caracteristicas de instrumentos € uma das
aplicacbes de uma area do conhecimento mais geral,
denominada dinamica de sistemas.

O modelo matematico mais simples e aplicado a este
estudo € o que faz uso equacOes diferenciais lineares
ordinarias, cuja solucao € obtida através de transformadas de
Laplace.



Seja um sistema de medicao representado (em geral
para todos os sistemas analogicos isto € possivel) por uma
unica equacao diferencial linear do tipo:

de(t)

d"c(t) d"c(t) dc(t) ‘otb,
. . ~

m m-—1
+a, 4 et ay d e(t)+b a”elt)
dt" dt"”

dt™ m g

+a,c(t) =b,,

+bye(t)

n

onde c(t) € a quantidade de saida (sinal de saida) e e(t) é
a quantidade de entrada (grandeza a ser medida), e os
coeficientes a, (i = 0 a n) e b; (j=0 a m) sao constantes.



d™e(t)
dt™

de(t
+b, di)

. d"c(t) d"c(t) v g do(t)

+a +a dm‘1e(t)+
" dtn g 1

+b, e

+ayc(t)=Db,, +Dbye(t)

A transformada de Laplace para a equacao
anterior, considerando condicoes iniciais nulas, €:

(a.s"+a .s""+..+a,.s+a,)C(s)=(b_..s"+b_.s™+. .. +b.s+b,)E(s)
n n—1 1 0 m m-—1 1 0

Portanto, a funcao de transferéncia para o sistema
de medicao sera:

C(s) (b,.s"+b, ,s""+..+b,s+b,)
E(s) (a,s"+a _,s"'+..+a.s+a,)

Esta funcao de transferéncia geral permite a analise
dinamica de qualquer sistema de medicao linear, porém
alguns sistemas mais simples, de grande aplicacao pratica
sao destacados nos itens posteriores.



Funcao de transferéncia senoidal

Na analise dinamica de sistemas de medicao utiliza-se
entradas padrdes (equivalentes a variacao da grandeza a ser
medida), sendo que a entrada senoidal € uma de grande
iImportancia.

Este tipo de entrada permite a avaliacao da resposta
dos instrumentos quanto a ruidos, perturbacoes oscilatorias, e
gquanto ao desempenho na medicao de grandezas variaveis
no tempo, em altas e baixas frequéncias.

O método apresentado pode tambéem ser utilizado para
analise de condicionadores de sinais.



A funcao de transferéncia senoidal de um sistema
de medicao € obtida substituindo a variavel complexa s da
funcao de transferéncia do sistema por jo :

C(jo) (b, jo™+b, ;. jo™" +...+b,jo+b,)
E(jo) (a,.jo"+a_ _.jo" " +..+a.jo+a,)

Para qualquer o - frequéncia de entrada, equaciao acima
fornecera um numero complexo, que podera ser expresso na
forma polar MZ¢ .

Pode-se demonstrar que o0 médulo M do numero
complexo € relacdo entre amplitudes da saida e da
entrada, C, / E, , enquanto que o angulo ¢ € o angulo de
atraso (ou avancgo) entre saida e entrada, em regime
estacionario.



E
E.sen¢)
10 Re
E.cos¢,
Im
E
e




Instrumento de ordem zero

Quando todos os coeficientes a; e b, , exceto a, e
b,, da equacdo geral sao iguais a zero o instrumento é
chamado de instrumento de ordem zero:

ac(t)=bge(t) ou M _Po_yk oy cty=Ke)

e(t) a,

onde K & chamado de sensibilidade estatica (ou ganho estatico). Observa-se
que nao havera nem atraso nem distorcao na medicdo da grandeza e(t) pelo
medidor de ordem zero, representando um instrumento ideal ou perfeito
quanto ao desempenho dinamico..

Pode-se modelar matematicamente um potenciometro como um
instrumento de ordem zero, assim como alguns outros medidores, porém
sempre existira efeitos secundarios modificando a caracteristica do
instrumento, que devem ser considerados em conformidade com a aplicacéo.



Instrumento de primeira ordem

Um instrumento de primeira ordem segue a seguinte equacao:

a, 3% o oty =beet) ou 29, chy_Pogy ou rdz(tt)m(t):Ke(t)

dt a, dt ag

Utilizando a transformada de Laplace, obtém-se:

C(s) K
E(s) ts+1

onde K é chamado de sensibilidade estatica, e T € a constante de tempo
do instrumento.

Um termd&metro de bulbo € um exemplo de um instrumento de
primeira ordem, assim como qualquer medidor de temperatura que

necessite alterar a temperatura de uma massa (de um sensor) para
realizar a medicao.



X(t)

Exemplo: TermOmetro de bulbo

I

T(t) = e(t) = Sinal de entrada (temperatura do meio)

T()
X(t) = c(t) = Sinal de saida ("nivel" de mercurio)
K.V
x(t) = —==b T (t) x(t) =K.Ty(t)
As
K. = diferenca do coeficiente de expansao térmica
T(t) entre mercurio e o vidro [1/°C]

V,, = volume do bulbo [m?3]

A, = area seccional do capilar [m?]

———— —




T

L) _ya,met)-T,t)

V,pC

U = coeficiente global de transferéncia de calor [W/m?K]

A, = area de contato do bulbo [m?]
V,pC

V, p = massa de mercurio no bulbo [kg] t=—2"2 ]
C = calor especifico do mercurio [J/kgK] UA,
9Tu(t) _ T(t)-T.(t) 9Tult) | T (t)=T(t)
ax(t) +X(t)=K.T(t)  Laplace: (ts +1).X(s) =KT(s)
X(s) K
T(s) 1s+1
Montagem da LI T

Escala do Termdmetro MK

___________________




A) Resposta a fungao degrau

A funcao degrau representa um aumento (ou
diminuicao) brusca da grandeza a ser medida (sinal de
entrada) pelo instrumento, e(t) = E,.1(t), que, apos a variagao
Inicial permanece constante.

A transformada de Laplace da funcao degrau é

E(s)=E,/s, portanto, a medicdo do instrumento sera, para
condicoes iniciais nulas :

C(S) — EO . K ou C(t) _ EOK(1 . e—t/r) ou C(t) — 1 —e_t/T
S ts+1 EOK




—

1,0

0,9

0,8

c(t) o7
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0,0 ¢
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t/t



Define-se o erro de medida dinamica, neste caso, como sendo:

C(t) —t/z e_m
en=E,——— =E,-E,(1-e) E, -€

T c(t) o [ e (%)

T EOK EO E0

0 0.000 1.000 100,0

1 0.632 0.368 36,8

2 0.865 0.135 13,5

3 0.950 0.050 5,0

4 0,982 0.018 1.8

5 0.993 0.007 0.7

10 0.99995 0.00005 0,005




A tabela mostra que para obter uma medida com 0,7%
de precisao de um instrumento de primeira ordem deve-se
“aguardar” cinco vezes o valor da constante de tempo (apoés
a variacao da grandeza a ser medida).

Ou, em outra condicao, o tempo de espera para uma
medicdo com precisao melhor do que 5% € de trés vezes a
constante de tempo ou mais.



B) Resposta em frequéncia

Cllo) _ K Clio) K tjo-1

E(jo) t.(jo)+1 E(jo) tjo+1 tjo—1
C(jo) Kl(tjo-1) Cjo) K(-jro) K ~Kto .
N 2 = N 2 = 2 T 2 J
E(jo) (-1)(t0) -1 E(jo) (o) +1 (tof +1 (to) +1

2 _ K 2 Kot | M2 — K2, 1+ co*c —K2

M {(cor)2+1} +{((m)2+1} [(D’C +1]2
Cliw)__ K K v _Co
E(jo) t(jo)+1 J(wr)?+1 Han (o) E, ¢
C, 1
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Exemplo: Determine a resposta em freqliéncia de um
instrumento de primeira ordem com constante de tempo igual a
0,2 s e sensibilidade estatica igual a 1, quando sujeito a uma
entrada do tipo E(t) = sen(2t) + 0,3 sen(20t).

A resposta em freqiiéncia do instrumento sera
a soma das respostas aos sinais de entrada (principio
da superposicao de sistemas lineares) :

K
T.Jo + 1

K
T.Jo + 1

=20

|C<jm>

|C<joo>
E(jo)

E(jo)

w=2 w=2 =20




= 1 Z [tan™(-2x0,2)]

Clio)
E(jo)

=2

E(jo)l,., +/(2x0,2)? +1
o) _ L tan™'(~20x0,2
‘E(jw) 20 \/(20x0,2)2+14[ an (720x02)
-0928/(-218) e |M - 0,242/ (~75,9)
E(J(D) 0=20




C(t) = (1) 0,928 sen(2t — 21,8) + (0,3) 0,242 sen(20t — 75,9)

(em regime permanente)

1.5

0.5

-0.5

-1.5



Instrumento de segunda ordem

2 2
a, C§t>+a1 do(t) | 4 c(t)=bye(t) ou 229 a1 delt) iy Doy
dt t a, dt* a, dt a,
b, o .
K= = = sensibilidade estatica
0
a .
o, = /a—o = freqii€éncia natural, rd/s
2

d
C = - = coeficiente de amortecimento
2./2,3,




1 d°c(t) 2¢ dc(t)
_|_
w2 dt?* o, dt

n

+c(t) = K.e(t)

A transformada de Laplace da equacao acima €:

ist.C(s) +255.C(s)+ C(s) =K E(s)

® ®

n

Re-arranjando a equacao:

n

(s° + 2608+ ) C(s) = KE(s)
®

n

Obtemos a funcao de transferéncia :

C(s) o

E(s) s*+2(w. .S+




Exemplo: Balanca de mola
(ou dinambmetro)

My = Massa do prato e da haste

o

i

ft)

X(t)

i
m

an = Coeficiente de atrito entre haste e parte fixa

B
Ku = Constante da mola

d?x(t)
dt?

M, dx(t)

+B,

t + Ky X(t) =f(t)




d?x(t)
dt*
A transformada de Laplace da equacao acima é€:

M,s*.X(s)+B,s.X(s)+ K, X(s) = F(s)

Re-arranjando a equacao:

dx(tt) FK,,X(t) = (1)

Mg +B,

X(s) 1 Cs) _y ®, :
F(s) Mys®+B,s+K, E(s) s° +2(m, .S+ o |
1 o |
K = — = gsensibilidade estatica
KM
Ky e
®, = . |—= freqiiéncia natural, rd/s
0
BA . .
C = = coeficiente de amortecimento

2/KuMo




A) Resposta a funcao degrau

X(t)
K.f(t)

0.5-

1.5

2

~

£=0,1

£=0,2
/\
=04

s |
%/

£=2,0

10
ot



B) Resposta em frequéncia

Cljo) _

2
n

K.E(jo)

(jo)* +2.L0..(jo)+ o

2
n

A funcao de transferéncia senoidal para instrumento
de segunda ordem sera:

Cllo) _

1

KE(o)  JH-(o/ o, PF+4c% (0] o, )

Ltan(

2C

o/o, -0, /o

J




Relacao entre amplitude de saida (dividida pela
sensibilidade estatica) e entrada em funcao da relacao
frequéncia de entrada e frequéncia natural:

Co
< T
3.5 -
3 /R
. )
; SN
15 o :
. T C
1- =06 :
0.5 %CTQ :
° 0 0.5 1 1.5 2 2.5

/o,



angulo de fase entre entrada e saida em fungao da
relacao frequéncia de entrada e frequéncia natural:

<

0
30
NN
60 Ry

] £=2,0
(I) -90

-120 — \ -
] \\
_] \,
-150 - \L —_—— 7
| \ {
. I
-180 - ]
0 0.5 1 1.5 2 2.5



Os graficos anteriores mostram que o instrumento
de segunda ordem tem comportamento semelhante ao de
primeira ordem para coeficientes de amortecimento maior
ou igual a 1.

Esta semelhanca deixa de existir para valores
menores que 1, fazendo com que o instrumento tenha uma
resposta em ressonancia M (modulo da relacao saida /
entrada) — o« quando v —» o, para{ — 0.

Quando o instrumento tem pouco amortecimento e
quando a freqiéncia da grandeza a ser medida se
aproxima da freqiéncia natural do instrumento, existira
ressonancia.



