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INTRODUCAO

O Movimento da Matemética Moderna foi um movimento internacional do ensino
de matematica que surgiu na década de 1960 e se baseava na formalidade e no
rigor dos fundamentos da teoria dos conjuntos e da algebra para o ensino e a
aprendizagem de Matematica ! A introducdo da matematica moderna é objeto de
criticas e controvérsias. Morris Kline foi um dos criticos que ajudou a cunhar o termo
"Matematica Moderna” ao publicar em 1973, o livro Why Johnny can’t add: The
failure of the new math[1], no qual apresenta a origem, o porqué e as deformagdes
do movimento de reforma do curriculo tradicional no ensino de matematica nos

Estados Unidos, que depois teve repercussao em todo o mundo.

[1] Este livro foi traduzido em 1976 para o portugués com o nome O fracasso da

matematica moderna e teve grande repercussao no meio académico brasileiro.

O Movimento da Matematica Moderna, foi um movimento que teve grande forca
apos a Segunda Guerra Mundial. A partir da década de 60 houve maior
preocupacao nas areas relacionadas com a educagéo, a Matematica foi uma delas e
pode tratar de temas que moldam area atual, realizou-se unificagfes de disciplinas e
foi elencado temas pelos quais seriam debatidos e a partir de entdo ocorrem

reunides frequentes para que o tema seja debatido e postos a analise.

Segundo Lima (2011) , o ensino da mateméatica é embasado em trés
pilares: conceituacdo, manipulacdo e aplicacdes. A conceituacdo é constituida por
definicbes, demonstracdes e correlacdes (conexdes). A manipulacdo compreende o
manuseio de formulas algébricas, de operacdes aritméticas, de solucdes de
equacgdes por meio de algoritmos. A manipulacéo tem um papel preponderante no
ensino da matematica. Na década de 60, surgiu o0 movimento denominado
Matematica Moderna que enfatizava a conceituacédo, em detrimento da manipulacéo.
O aluno aprendia que 3 + 5 =5 + 3, pela propriedade comutativa da adicdo, mas nao
sabia que é 8. O movimento acabou caindo no descrédito, porque 3 +5 =5 + 3, ndo
resolve o problema. As aplicacées consistem na utilizacdo de nocdes e teorias da
matematica na resolucdo de problemas para obter resultados, tirar conclusdes e

fazer previsoes.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica_Moderna#cite_note-1
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Para AVILA (1993), a Matematica Moderna foi uma reforma profunda no ensino da
matematica. Enfatizava acentuadamente a linguagem de conjuntos e abordava as
diferentes partes da mateméatica de modo excessivamente formal. Inicialmente,
contou com muitos adeptos, mas com a constatacdo de sua ineficiéncia, foi
aumentando o nimero de opositores. Em muitos paises, a Matematica Moderna foi
sendo deixada de lado, com o aparecimento de novas mudancas. No Brasil, esse
processo foi mais demorado, deixando resquicios que se perpetuam. O conteudo
era carregado de simbolismo e linguagem de conjunto, o que dificulta a
aprendizagem. Em vez de dizer que as raizes da equacao x2+2x —3=0sédo 1 e -3,
se dizia que o conjunto verdade da sentenca x2 + 2x — 3 =0 é V = {-3,1}. A
matematica depende de linguagem e simbolismo préprios. Como essas ferramentas
sd0 0 que torna a matematica tao dificil, mas séo inevitaveis, devem ser utilizadas

com o necessario cuidado.
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1- SURGIMENTO DA MATEMATICA

A matemaética (dos termos gregos uydbnua, transliterado mathéma,

‘ciéncia’, conhecimento' ou 'a|orendizaqem';[ll e uabnuarkoc,

transliterado mathématikés, ‘'inclinado a aprender’) é a ciéncia do raciocinio

l6gico e abstrato, que estuda quantidades, medidas, espagos, estruturas, variacbes

e estatisticas. Um trabalho matematico consiste em procurar por padrdes,
formular conjecturas e, por meio de deducdes rigorosas a partir de axiomas e
definicbes, estabelecer novos resultados. A matematica desenvolveu-se

principalmente na Mesopotamia, no Egito, na Grécia, na India e no Oriente Médio. A

partir da Renascenca, o desenvolvimento da matemética intensificou-se na Europa,
guando novas descobertas cientificas levaram a um crescimento acelerado que dura

até os dias de hoje.2

Registros arqueolégicos mostram que a matematica é tanto um fator cultural, quanto

parte da histéria do desenvolvimento da nossa espécie. Ela evoluiu a partir de

contagens, medicdes, calculos e do estudo sistemético de formas geométricas e
movimentos de objetos fisicos. Raciocinios mais abstratos que envolvem
argumentacdo logica surgiram com 0S matematicos gregos aproximadamente em

300 a.C., notadamente com a obra Os Elementos, de Euclides. A necessidade de

maior rigor foi percebida e estabelecida por volta do inicio do século XV

Ha muito tempo, busca-se um consenso quanto a definicdo do que é a matematica.
No entanto, nas Ultimas décadas do século XX, tomou forma uma definicdo que tem
ampla aceitacdo entre 0s matematicos: matematica é a ciéncia das
regularidades (padrbes). Segundo esta defini¢cdo, o trabalho do matematico consiste
em examinar padrdes abstratos, tanto reais como imaginarios, visuais ou mentais.
Ou seja, os matematicos procuram regularidades nos numeros, no espaco, na
ciéncia e na imaginagdo e formulam teorias com as quais tentam explicar as
relagdes observadas. Uma outra definicdo seria que matematica € a investigacdo de

estruturas abstratas definidas axiomaticamente, usando a légica

formal como estrutura comum. As estruturas especificas geralmente tém sua origem

nas ciéncias naturais, mais comumente na fisica, mas 0s matematicos também
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bY

definem e investigam estruturas por razfes puramente internas a matematica

(mateméatica pura), por exemplo, ao perceberem que as estruturas fornecem uma

generalizacdo unificante de varios subcampos ou uma ferramenta util em calculos

comuns.B4

A matematica é usada como uma ferramenta essencial em muitas areas do

conhecimento, tais como engenharia, medicina, fisica, guimica, biologia, e ciéncias

sociais. Matematica aplicada, ramo da matematica que se ocupa de aplicacbes do

conhecimento matematico em outras areas do conhecimento, as vezes leva ao

desenvolvimento de um novo ramo, como aconteceu com estatistica ou teoria dos

jogos. O estudo de matematica pura, ou seja, quase sempre sem a preocupacao
imediata com sua aplicabilidade, muitas vezes mostrou-se Util anos ou séculos
adiante, como aconteceu com o0s estudos das cbnicasou de teoria dos
nameros feitos pelos gregos, uteis, respectivamente, em descobertas sobre
astronomia feitas por Kepler no século XVII, ou para o desenvolvimento de
seguranca em computadores nos dias de hoje.

Historia

Pitdgoras de Samos

Além de reconhecer quantidades de objetos, o homem pré-histérico aprendeu a
contar quantidades abstratas como o tempo: dias, estacdes, anos. A aritmética

elementar (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) também foi conquistada

naturalmente. Acredita-se que esse conhecimento é anterior a escrita e, por isso,

ndo ha registros historicos.
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O primeiro objeto conhecido que confirma a habilidade de calculo é o osso de
Ishango, uma fibula de babuino com riscos que indicam uma contagem, que data de
20 000 anos atrast.

Muitos sistemas de numeragéo existiram. O Papiro de Rhind € um documento que

resistiu ao tempo e mostra 0s numerais escritos no Antigo Eqgito.

O desenvolvimento da matematica permeou as primeiras civilizagbes, e tornou

possivel o desenvolvimento de aplicacdes concretas: o comércio, 0 manejo de
plantacdes, a medicado de terra, a previsao de eventos astronémicos, e por vezes, a

realizacao de rituais religiosos.

A mateméatica comecou a ser desenvolvida motivada pelo comércio, medi¢cdes de
terras para a agricultura, registro do tempo, astronomia. A partir de 3000 a.C.,
guando Babilbnios e Egipcios comecaram a usar aritmética e geometria em
construcdes, astronomia e alguns calculos financeiros, a matematica comecgou a se
tornar um pouco mais sofisticada.’’! O estudo de estruturas matematicas comecou

com a aritmética dos numeros naturais, seguiu com a extra¢do de raizes quadradas

e cubicas, resolucao de algumas equacbes polinomiais de grau

2, trigonometria, fracdes, entre outros topicos.

Euclides: painel em marmore no Museo dell'Opera di Santa Maria del Fiore.

Tais desenvolvimentos séo creditados as civilizagdes acadiana, babildnica, egipcia,
chinesa, ou ainda, aquelasdo vale do Indo. Por volta de 600 a.C.,

na civilizacdo grega, a matematica, influenciada por trabalhos anteriores e
pela filosofia, tornou-se mais abstrata. Dois ramos se distinguiram: a aritmética e

a geometria. Formalizaram-se as generalizagcbes, por meio de definicbes
7
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axiomaticas dos objetos de estudo, e as demonstracdes. A obra Os Elementos de

Euclides € um registro importante do conhecimento matemético na Grécia do século
lla.C.

A civilizagdo muculmana permitiu que a heranca grega fosse conservada, e
propiciou seu confronto com as descobertas chinesas e hindus, notadamente na
questdo da representacdo numérica.lcdecede fonesl g trahalhos matematicos
desenvolveram-se consideravelmente tanto na trigonometria, com a introducao das
funcdes trigonométricas, quanto na aritmética. Desenvolveu-se ainda a analise

combinatdria, a analise numérica e a algebra de polinémios.

Na época do Renascentismo, uma parte dos textos arabes foi estudada e traduzida
para o latim. A pesquisa matematica se concentrou entdo na Europa. O célculo
algébrico desenvolveu-se rapidamente com os trabalhos dos franceses Francois

Viete e René Descartes. Nessa época também foram criadas as tabelas

de logaritmos, que foram extremamente importantes para o avanco cientifico dos
séculos XVI a XX, sendo substituidas apenas apos a criagdo de computadores. A
percepcdo de que os nameros reais ndao sao suficientes para resolucdo de certas
equacdes também data do século XVI. Ja nessa época comecou o0 desenvolvimento

dos chamados numeros complexos, apenas com uma definicdo e quatro operacdes.

Uma compreensdo mais profunda dos numeros complexos sé foi conquistada no

século XVIIl com Euler.

No inicio do século XVII, Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz descobriram a

nocdo de calculo infinitesimal e introduziram a nocdo de fluxor (vocabulo

abandonado posteriormente). Ao longo dos séculos XVIII e XIX, a mateméatica se
desenvolveu fortemente com a introducdo de novas estruturas abstratas,

notadamente 0s grupos (gracas aos trabalhos de Evariste Galois) sobre a

resolubilidade de equacbes polinomiais, e o0s anéis definidos nos trabalhos
de Richard Dedekind.

O rigor em matematica variou ao longo do tempo: 0s gregos antigos foram bastante
rigorosos em suas argumentacdes; jA no tempo da criacdo do Célculo Diferencial e
Integral, como as definicdes envolviam a nocéo de limite que, pelo conhecimento da

eépoca, sO poderia ser tratada intuitivamente, o rigor foi menos intenso e muitos
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resultados eram estabelecidos com base na intuicdo. Isso levou a contradicdes e
"falsos teoremas"”. Com isso, por volta do século XIX, alguns matematicos, tais

como Bolzano, Karl Weierstrass e Cauchy dedicaram-se a criar definicbes e

demonstracdes mais rigorosas.

A matemaética ainda continua a se desenvolver intensamente por todo 0 mundo nos

dias de hoje.

No Brasil

O ensino da matematica e, na verdade, de outras matérias, desde o descobrimento

do Brasil, era ministrado pelos jesuitas até a expulsdo deles em 1759. Desta data
até 1808, os ex-alunos dos jesuitas ficaram encarregados pelo ensino. De 1808 a
1834, a matéria era ministrada nas escolas do Exército e da Marinha e a, partir de

1873, também nas escolas de engenharia. Em 1874, é criada a Escola Politécnica a

partir da Escola Central, ex-Escola Militar. A Escola de Minas de Ouro Preto é criada

em 1875 e a Escola Politécnica de Sao Paulo em 1893. Assim, o ensino de

matematica passa também a ser oferecido em escolas n&o militares.?

Areas e metodologia

As regras que governam as operacgdes aritméticas sao as da algebra elementar, e as

propriedades mais profundas dos numeros inteiros sdo estudadas na teoria dos

nuameros. A investigacdo de métodos para resolver equacles algébricas leva ao

campo da &lgebra abstrata, que, entre outras coisas, estuda anéis e corpos —
estruturas que generalizam as propriedades possuidas pelos numeros. O conceito

de vetor, importante para a fisica, € generalizado no espaco vetorial e estudado

na algebra linear, pertencendo aos dois ramos da estrutura e do espaco.
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O ensino da geometria.

O estudo do espaco se originou com a geometria, primeiro com a geometria

euclidiana e a trigonometria; mais tarde foram generalizadas nas geometrias néo-

euclidianas, as quais cumprem um papel central na formulacdo da teoria da

relatividade. A teoria de Galois permitiu resolverem-se varias questdes sobre

construcbes geométricas com régua e compasso. A geometria diferencial e

a geometria algébrica generalizam a geometria em diferentes dire¢fes: a geometria

diferencial enfatiza o conceito de sistemas de coordenadas, equilibrio e direcao,

engquanto na geometria algébrica os objetos geométricos sdo descritos como

conjuntos de solucdo de equacdes polinomiais. A teoria dos grupos investiga o

conceito de simetria de forma abstrata e fornece uma ligagdo entre os estudos do
espaco e da estrutura. A topologia conecta o estudo do espaco e o estudo das

transformacdes, focando-se no conceito de continuidade.

Entender e descrever as alteragcdes em quantidades mensuraveis é o tema comum
das ciéncias naturais e o calculo foi desenvolvido como a ferramenta mais Util para
fazer isto. A descricdo da variacdo de valor de uma grandeza é obtida por meio do

conceito de funcdo. O campo das equacdes diferenciais fornece métodos para

resolver problemas que envolvem relacbes entre uma grandeza e suas variacoes.

Os numeros reais sdo usados para representar as quantidades continuas e o estudo

detalhado das suas propriedades e das propriedades de suas fungcdes consiste

na andlise real, a qual foi generalizada para andlise complexa, abrangendo

0S numeros complexos. A analise funcional trata de funcfes definidas em espacos

de dimensfes tipicamente infinitas, constituindo a base para a formulagéo

da mecanica quantica, entre muitas outras coisas.

10


https://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria
https://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_euclidiana
https://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_euclidiana
https://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_euclidiana
https://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_da_relatividade
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_da_relatividade
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_de_Galois
https://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_diferencial
https://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_alg%C3%A9brica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Sistemas_de_coordenadas
https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_polinomial
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_grupos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Simetria
https://pt.wikipedia.org/wiki/Topologia_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/C%C3%A1lculo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_diferencial
https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_real
https://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_real
https://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_complexa
https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_complexo
https://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_funcional
https://pt.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A2nica_qu%C3%A2ntica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Woman_teaching_geometry.jpg

HISTORIA DA MATEMATICA MODERNA

Para esclarecer e investigar os fundamentos da matemética, foram desenvolvidos os

campos da teoria dos conjuntos, l6gica matematica e teoria dos modelos.

Quando os computadores foram concebidos, varias questfes tedricas levaram a

elaboracao das teorias da computabilidade, complexidade

computacional, informacao e informacdo algoritmica, as quais sao investigadas

na ciéncia da computacao

René Descartes

Os computadores também contribuiram para o desenvolvimento da teoria do caos,

gue trata do fato de que muitos sistemas dinamicos nédo-lineares possuem um
comportamento que, na pratica, € imprevisivel. A teoria do caos tem relacdes

estreitas com a geometria dos fractais, como o conjunto de Mandelbrot e de Mary,

descoberto por Lorenz, conhecido pelo atrator que leva seu home.

Um importante campo na matematica aplicada € a estatistica, que permite a

descricdo, analise e previsdo de fendmenos aleatorios e € usada em todas as

ciéncias. A andlise numérica investiga os métodos para resolver numericamente e

de forma eficiente varios problemas usando computadores e levando em conta 0s

erros de arredondamento. A matematica discreta € 0 nome comum para estes

campos da matemaética Uteis na ciéncia computacional.

Por fim, uma teoria importante desenvolvida pelo ganhador do Prémio Nobel, John

Nash, é ateoria dos jogos, que possui atualmente aplicagdes nos mais diversos

campos, como no estudo de disputas comerciais, pois uma de suas principais

premissas é a de que todos os participantes querem obter o maior lucro possivel.
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Entretanto, premissas deste tipo levantam restricbes para a aplicacdo desta teoria

em outras areas, como a biologia, por exemplo.

Notacao, linguagem e rigor

Q0
o0
OO
00,

8883

O simbolo do infinito «© em vérias formas.

A maior parte da notacdo matematica em uso atualmente n&do havia sido inventada
até o século XVI.! Antes disso, os matematicos escreviam tudo em palavras, um
processo trabalhoso que limitava as descobertas matematicas. No século
XVIII, Euler foi responsavel por muitas das notacdes em uso atualmente. A notacao
moderna deixou a matematica muito mais facil para os profissionais, mas o0s
iniciantes normalmente acham isso desencorajador. Isso € extremamente
compreensivo: alguns poucos simbolos contém uma grande quantidade

de informacdo. Assim como a notacdo musical, a notacdo mateméatica moderna tem

uma sintaxe restrita e informacgdes que seriam dificeis de escrever de outro modo.

A lingua matematica pode também ser dificil para os iniciantes. Palavras como "e" e

"ou" tém significados muito mais precisos do que a fala do dia-a-dia. Além disso,

palavras como aberto e campo tém recebido um significado matematico especifico.

O jargdo matematico inclui termos técnicos como homeomorfismo e integral. Mas ha

uma razao para a notacdo especial e o jargdo técnico : matematica requer mais
precisdo do que a fala do dia-a-dia. Matematicos se referem a essa precisdo

da linguagem e l6gica como "rigor".

Areas da matematica
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O abaco € uma ferramenta de célculo simples utilizada desde os tempos antigos.

A matematica pode, em linhas gerais, ser subdivida nos estudos de quantidade,

estrutura, espaco e mudanca (i.e. aritmética, algebra, geometria, e analise). Além

desses principais assuntos, também ha subdivisbes dedicadas a explorar as

ligacbes do cerne da matemética a outros campos: alégica, ateoria de

conjuntos (fundacbes), a matematica empirica das vérias ciéncias (matematica

aplicada), e, mais recentemente, ao estudo rigoroso da incerteza. Enquanto algumas

areas da matematica possam parecer disjuntas, o programa Langlands tem

encontrado conexdes entre areas como grupos de Galois, superficie de

Riemann e teoria dos numeros.

Fundacdes e filosofia

Para clarificar as fundacdes da matematica, desenvolveram-se 0s campos como

a matematica logica e a teoria dos conjuntos. A légica matematica inclui o estudo

matematico da légica e as aplicacbes de légica formal em outras areas da
matematica; a teoria de conjuntos € o ramo da matematica que estuda conjuntos ou

colecdes de objetos. A teoria das categorias, que lida de uma maneira abstrata com

as estruturas matematicas e as relacdes entre elas, ainda esta em desenvolvimento.

A expressao "crise nas fundacdes" descreve a busca por uma fundacao rigorosa
para a matematica ocorrida, aproximadamente, de 1900 a 1930.2 Algumas
discordancias sobre as fundacdes da matematica persistem atualmente. A crise de
fundacdes foi estimulada por véarias controvérsias a época, incluindo a controvérsia

sobre a teoria de conjuntos de Cantor e a controvérsia de Brouwer—Hilbert.

A légica matematica esta preocupada com um escopo axiomatico rigoroso, e com o
estudo das implicagBes de tal escopo. Tal qual seja, a existéncia dos teoremas da

incompletude de  Goédel (informalmente) implicam que  qualquer sistema

formal efetivo que contém aritmética basica, se todos os teoremas nele contido
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puderem ser provados séo verdadeiros, é necessariamente incompleto (significando
gue ha teoremas verdadeiros que ndo podem ser provados nesse sistema formal).
Para qualquer colecéo finita de axiomas da teoria dos niameros que seja tomada
como fundacdo matematica, Gédel mostrou como construir um enunciado formal
gue é um fato verdadeiro na teoria dos numeros, mas que nao decorrem dos
axiomas. Logo, nenhum sistema formal é uma axiomatizacdo completa da teoria dos

nameros como um todo. A légica moderna € dividida em teoria da computabilidade,

em teoria dos modelos, e em teoria da prova, e esta intrinsecamente relacionada

. . . .
com aciéncia da computacio tedrica,caecede fontesl o como com ateoria das

categorias. No contexto da teoria da computabilidade, a impossibilidade de uma
axiomatizacdo completa da teoria dos numeros pode também ser formalmente

demonstrado como uma conseguéncia do teorema MRDP.

A ciéncia da computacdo tedrica inclui ateoria da computabilidade, ateoria da

complexidade computacional, e a teoria da informacdo. A teoria da computabilidade

examina as limitacdes de varios modelos tedricos do computador, incluindo o

modelo mais bem conhecido: a maquina de Turing. A teoria da complexidade é o

estudo da tratabilidade por computador; alguns problemas, apesar de serem
teoricamente solUveis por computador, sdo tdo caros em termos de tempo ou
espagco que sua resolucdo é praticamente inatingivel, até mesmo com o avancgo

rapido do hardware dos computadores. Um problema famoso € o problema

"P = NP?", um dos Problemas do Prémio Millennium. 2% Finalmente, a teoria da

informacédo esta interessada com a quantidade de dados que pode ser armazenada

em um dado meio, e portanto lida com conceitos como compress&o e entropia.

X —Y
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q 51 Sa a
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Légica Teoria dos Teoria das Teoria da
matematica conjuntos categorias computacao

Matemética pura
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Quantidades

O estudo de quantidades comeca com 0s numeros, primeiro os familiares numeros
naturais, depois 0s inteiros, e as opera¢des aritméticas com eles, que € chamada
de aritmética. As propriedades dos nuameros inteiros sdo estudadas na teoria dos

ntmeros, dentre eles o popular Ultimo Teorema de Fermat. A teoria dos nimeros

também inclui dois grandes problemas que ainda nao foram resolvidos: conjectura

dos primos gémeos e conjectura de Goldbach.

Conforme o sistema de numeros foi sendo desenvolvido, os ndmeros inteiros foram

considerados como um subconjunto dos numeros racionais. Esses, por sua vez,

estdio contidos dentro dos numeros reais, que sdo usados para

representar quantidades continuas. NOmeros reais sao parte dos numeros

complexos. Esses sdo 0s primeiros passos da hierarquia dos nameros que segue

incluindo guaternides e octonides.

Consideracdes sobre os numeros naturais levaram aos numeros transfinitos, que

formalizam o conceito de contar até o infinito. Outra area de estudo é o tamanho,

gue levou aos numeros cardinais e entdo a outro conceito de infinito: os numeros

Aleph, que permitem uma comparacao entre o tamanho de conjuntos infinitamente

largos.
NUumeros NUmeros NuUumeros Numeros NuUumeros
naturais inteiros racionais reais complexos
o Constante Numero Numero
Aritmética . _ .
matematica ordinal cardinal
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Estrutura

Muitos objetos matematicos, tais como conjuntos de nuameros e funcdes
matematicas, exibem uma estrutura interna. As propriedades estruturais desses

objetos sao investigadas através do estudo de grupos, anéis, corpos e outros

sistemas abstratos, que sao eles mesmos tais objetos. Este é o campo da algebra
abstrata. Um conceito importante é a nogao de vetor, que se generaliza quando séo

estudados os espaco vetorial em algebra linear. O estudo de vetores combina trés

das areas fundamentais da matematica: quantidade, estrutura e espaco.
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abstrata linear ordem operadores
Espaco

O estudo do espaco originou-se com a geometria**! - em particular, com a geometria

euclidiana. Trigonometria combina o espagoe 0Shumeros, e contém o

famoso teorema de Pitdgoras. O estudo moderno do espaco generaliza essas ideias

para incluir geometria de dimensdes maiores, geometria ndo-euclidiana (que tem

papel central na relatividade geral) e topologia. Quantidade e espago juntos fazem

a geometria analitica, geometria diferencial, e geometria algébrica.
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diferencial fractal

Transformagdes

Entender e descrever uma transformacdo €é um tema comum na ciéncia

natural e célculo foi desenvolvido como uma poderosa ferramenta para investigar

isso. Entéo as func¢des foram criadas, como um conceito central para descrever uma
guantidade que muda com o passar do tempo. O rigoroso estudo dos numeros

reais e funcdes reais sdo conhecidos como analise real, e a analise complexa a

equivalente para 0s numeros complexos.

A hipétese de Riemann, uma das mais fundamentais perguntas nao respondidas da

7z

matematica, €é baseada na andalise complexa. Andlise funcional se foca

no espaco das fungbes. Uma das muitas aplicacbes da analise funcional é

a Mecéanica quéntica. Muitos problemas levaram naturalmente a relagdes entre a

guantidade e sua taxa de mudanca, e esses problemas sédo estudados

nas equacdes diferenciais. Muitos fendbmenos da natureza podem ser descritos

pelos sistemas dindmicos; a teoria do caos descreve com precisdo 0s modos com

gue muitos sistemas exibem um padrdo imprevisivel, porém ainda assim

deterministico.

Aol U

] Calculo Equactes Sistema Teoria do
Céalculo ] _ .. A
vetorial diferenciais dindmico caos

Matematica discreta

Esta secdo estd a ser traduzida de «Mathematics» na
H=»A Wikipedia em inglés Ajude e colabore com
a traducédo. (Agosto de 2013)
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Matematica discreta € 0 nome comum para o0 campo da matematica mais

geralmente usado na teoria da computacao. Isso inclui

a computabilidade, complexidade computacional e teoria da informacao.

Computabilidade examina as limitacées dos varios modelos tedricos do computador,

incluindo o mais poderoso modelo conhecido - a maquina de Turing.

1 I} A-:'r_tlF F e n e

538 !
S

Teoria de Combinator Teoria da _ _ Teoria de
] _ . Criptografia
numeros ia computacdo grafos

Matematica aplicada

Matematica aplicada considera o uso de ferramentas abstratas de matematica para

resolver problemas concretos na ciéncia, negdcios e outras areas. Um importante

campo na matematica aplicada € a estatistica, que usa ateoria das

probabilidades como uma ferramenta e permite a descricdo, analise e predicdo de

fendbmenos onde as chances tem um papel fundamental. Muitos estudos de

experimentacdo, acompanhamento e observacgdo requerem um uso de estatisticas.

Andlise _numérica investiga métodos computacionais para resolver eficientemente

uma grande variedade de problemas matematicos que séo tipicamente muito
grandes para a capacidade numérica humana; isso inclui estudos de erro de

arredondamento ou outras fontes de erros na computacgao.

Fisica matematica
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2- CALCULO MATEMATICO: COMO SE DEU

O célculo diferencial e integral, ou simplesmente célculo, € um ramo importante

da matemética, desenvolvido a partir da Algebra e da Geometria, que se dedica ao

estudo de taxas de variagcdo de grandezas (como a inclinacdo de uma reta) e a
acumulacéo de quantidades (como a area debaixo de uma curva ou o0 volume de um
s6lido). Onde h& movimento ou crescimento em que forgcas variaveis agem
produzindo aceleracédo, o calculo € a matematica a ser empregada. Foi criado como
uma ferramenta auxiliar em varias areas das ciéncias exatas. Desenvolvido
simultaneamente  por Gottfried  Wilhelm  Leibniz (1646-1716) e por lsaac
Newton (1643-1727), em trabalhos independentes.

Ay

- s

O célculo permite calcular a &rea da regiao assinalada.

O calculo tem inicialmente trés "operacdes-base”, ou seja, possui areas iniciais como

o calculo de limites, o calculo de derivadas de funcoes e a integral de diferenciais.

Com o advento do Teorema Fundamental do Calculo, estabeleceu-se uma conexao

entre os dois ramos do calculo: o Calculo Diferencial e o Célculo Integral. O célculo

diferencial surgiu do problema da tangente, enquanto o célculo integral surgiu de um

problema aparentemente nao relacionado, o problema da area.

O professor de Isaac Newton em Cambridge, Isaac Barrow, descobriu que esses

dois problemas estdo de fato estritamente relacionados, ao perceber que a
derivacdo e a integracdo sao processos inversos. Foram Leibniz e Newton que
exploraram essa relacdo e a utilizaram para transformar o calculo em um método

matematico sistematico. Particularmente ambos viram que o Teorema Fundamental
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0s capacitou a calcular areas e integrais muito mais facilmente, sem que fosse
necessario calcula-las como limites de soma (método descrito pelo
matematico Riemann, pupilo de Gauss). A integral indefinida também pode ser
chamada de antiderivada, uma vez que € um processo que inverte a derivada de

funcbes. Ja a integral definida, inicialmente definida como Soma de Riemann,

estabelece limites de integracdo, ou seja, € um processo estabelecido entre dois

intervalos bem definidos, dai o nome integral definida.

O calculo diferencial e o calculo integral auxiliam em varios conceitos e definicdes na

matematica, quimica, fisica classica, fisica moderna e economia. O estudante de

célculo deve ter um conhecimento em certas areas da matematica, como funcdes
(modular, exponencial, logaritmica, par, impar, afim e segundo grau, por exemplo),
trigonometria, polinbmios, geometria plana, espacial e analitica, pois sdo a base do

calculo.
Historia

A histéria do calculo encaixa-se em varios periodos distintos, de forma notavel nas

eras antiga, medieval e moderna.

Antiguidade

De acordo com Gauss, Arquimedes, o maior matematico da antiguidade, ja

apresentava ideias relacionadas ao Célculo dois séculos antes de Cristo.
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Na Antiguidade, foram introduzidas algumas ideias do célculo integral, embora nédo
tenha havido um desenvolvimento dessas ideias de forma rigorosa e sistematica. A
funcdo béasica do calculo integral, a de calcular volumes e areas, pode ser

remontada ao Papiro Egipcio de Moscou (1850 A.C.), no qual um egipcio trabalhou

o volume de um frustum piramidal. O célculo integral também pode ser utilizado para
rastreamento e gravacdo o movimento do sol, da lua e dos planetas. Os

antigos astrénomos babilénios (1800-1600 a.C.) empregaram métodos geomeétricos

sofisticados que prenunciam o desenvolvimento do céalculo para prever as posicoes

dos corpos celestes2. Eudoxo de Cnido, ou Eudoxus, (408-355 a.C.) usou

o0 método da exaustdo para calcular &reas e volumes. Arguimedes (287-212 a.C.)

levou essa ideia além, inventando a heuristica, que se aproxima do célculo integral.
O método da exaustédo foi redescoberto na China por Liu Hui no século lll, que o
usou para encontrar a area do circulo. O método também foi usado por Zu

Chongzhi século V, para achar o volume de uma esfera.
Idade Média

Na Idade Média, o matematico indiano Aryabhata usou a noc¢ao infinitesimal em 499
d.C. expressando-a em um problema de astronomia na forma de uma equacéo

diferencial basica. Essa equacao levou Bhaskara Il no século XlIl a desenvolver uma

derivada prematura representando uma mudanga infinitesimal, e ele desenvolveu

também o que seria uma forma primitiva do "Teorema de Rolle".

No século Xll, o matematico persa Sharaf al-Din al-Tusi descobriu a derivada

de polindmios cubicos, um resultado importante no calculo diferencial. No século
XIV, Madhava de Sangamagrama, juntamente com outros matematicos-astronomos

da Escola Kerala de Astronomia e Matematica, descreveu casos especiais da Série

de Taylor, que no texto sdo tratadas como Yuktibhasa.

Idade Moderna
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Sir Isaac Newton aplicou o célculo as suas leis do movimento e a outros conceitos

matematicos-fisicos.

Na ldade Moderna, descobertas independentes no calculo foram feitas no inicio

do século XVII no Japao por matematicos como Seki Kowa, que expandiu o método

de exaustdo. Na Europa, a segunda metade do século XVII foi uma época de
grandes inovacdes. O Célculo abriu novas oportunidades na fisica-matematica de
resolver problemas muito antigos que até entdo ndo haviam sido solucionados.
Muitos matematicos contribuiram para essas descobertas, notavelmente John

Wallis e Isaac Barrow. James Gregory proveu um caso especial do segundo teorema

fundamental do calculo em 1668.

Coube a Gottfried Wilhelm Leibniz e a Isaac Newton recolher essas ideias e junta-las

em um corpo tedrico que viria a constituir o calculo. A ambos é atribuida a
simultdnea e independente invencdo do célculo. Leibnitz foi originalmente acusado
de plagiar os trabalhos néo publicados de Isaac Newton; hoje, porém, é considerado
o inventor do célculo, juntamente com Newton. Historicamente Newton foi o primeiro
a aplicar o célculo a fisica ao passo que Leibniz desenvolveu a notagao utilizada até

os dias de hoje, a notacdo de Leibniz. O argumento historico para conferir aos dois a

invencdo do calculo é que ambos chegaram de maneiras distintas ao teorema

fundamental do calculo.
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Gottfried Wilhelm Leibniz: o inventor do céalculo, juntamente com Newton.

Quando Newton e Leibniz publicaram seus resultados, houve uma grande

controvérsia de qual matematico (e portanto que pais: Inglaterra ou Alemanha)

merecia o crédito. Newton derivou seus resultados primeiro, mas Leibniz publicou
primeiro. Newton argumentou que Leibniz roubou ideias de seus escritos nao
publicados, que Newton a época compartilhara com alguns poucos membros da
Sociedade Real. Esta controvérsia dividiu os matematicos ingleses dos mateméticos
alemaes por muitos anos. Um exame cuidadoso dos escritos de Leibniz e Newton
mostra que ambos chegaram a seus resultados independentemente, com Leibniz
iniciando com integracdo e Newton com diferenciacdo. Nos dias de hoje tem-se que
Newton e Leibniz descobriram o calculo independentemente. Leibniz, porém, foi
guem deu o nome calculo a nova disciplina, Newton a chamara de "A ciéncia dos

fluxos".

Desde o tempo de Leibniz e Newton, muitos matematicos contribuiram para o

continuo desenvolvimento do calculo.

Idade contemporéanea
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Maria Gaetana Agnesi

Na ldade Contemporéanea, ja no século XIX, o célculo foi abordado de uma forma

muito mais rigorosa. Foi também durante este periodo que ideias do célculo foram
generalizadas ao espaco euclidiano e ao plano complexo. Lebesqgue mais tarde
generalizou a nogao de integral. Sobressairam matematicos
como Cauchy, Riemann, Weierstrass e Maria Gaetana Agnesi. Esta foi autora da

primeira obra a unir as ideias de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz; escreveu

também um dos primeiros livros sobre calculo diferencial e integral B. E dela

também a autoria da chamada "curva de Agnesi".

Principios
Limites e Infinitesimais

O célculo € comumente utilizado pela manipulacdo de quantidades muito pequenas.
Historicamente, o primeiro método de utiliza-lo era pelas infinitesimais. Estes objetos
podem ser tratados como numeros que sdo, de alguma forma, “infinitamente
pequenos”. Na linha numérica, isso seria locais onde ndo é zero, mas possui "zero"
de distancia de zero. Nenhum numero diferente de zero € um infinitesimal, porque
sua distancia de zero € positiva. Qualquer mdltiplo de um infinitesimal continua
sendo um infinitesimal. Em outras palavras, infinitesimais ndo satisfazem a
propriedade arquimediana. Deste ponto de vista, o calculo € uma colecdo de
técnicas para manipular infinitesimais. Tal pensamento foi ignorado no século
XIX porque era muito dificil ter a no¢do precisa de uma infinitesimal. Entretanto, o

conceito foi reutilizado no século XX com a introducdo da andlise ndo padronizada, a

gual propiciou fundamentos sélidos para a manipulacéo de infinitesimais
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No século XIX, infinitesimais foram substituidos pelos limites. Limites descrevem o

valor de uma funcdo em um certo ponto a partir de valores da funcédo em
pontos proximos de M Um exemplo tradicional de interesse é o caso em
que € um numero irracional, como ou , podendo ter seu valor decimal

aproximado por nimeros racionais préximos.” Outro caso é quando, ao tentar

avaliar uma funcéo em , Obtém-se umadivisdo por zero, que é

indefinida.” Eles capturam o comportamento numérico em baixa escala, como nas
infinitesimais, mas utilizando nameros ordinérios. Deste ponto de vista, calculo é
uma colecdo de técnicas para a manipulagdo de certos limites. As infinitesimais
foram substituidas por nimeros muito pequenos, e o comportamento infinitamente
pequeno da funcao é encontrado pelo limite de nimeros cada vez menores. Limites
séo faceis de serem colocados em fundacdes rigorosas e, por esse motivo, sdo a

abordagem padréo para o calculo.

Derivadas

Langent
b

B slope=1ix)

Reta tangente em (x, '(x)).

s

O calculo diferencial € o estudo da definicdo, propriedade e aplicacbes
da derivada ou deslocamento de um gréfico. O processo de encontrar a derivada é
chamado "diferenciacdo”. Em linguagem técnica, a derivada € um operador linear, o
gual forma uma nova funcéo a partir da funcéo original, em que cada ponto da nova

funcéo é o deslocamento da funcéo original.
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O conceito de derivada é fundamentalmente mais avancado do que 0s conceitos
encontrados em algebra. Nessa matéria, os estudantes aprendem sobre funcées em
gue o numero de entrada gera um numero de saida. Por exemplo, se no dobro da
funcdo € inserido 3, entdo a saida é 6, enquanto se a funcdo é quadratica, e é
inserido 3, entdo a saida é 9. Mas na derivada, a entrada € uma funcao e a saida é
outra funcdo. Por exemplo, se na derivada é colocada uma funcédo quadrada, entdo
a saida € o dobro de uma fungéo, porque o dobro da funcao fornece o deslocamento

da funcdo quadratica em qualquer ponto dado da funcgéo.

Para entender a derivada, os estudantes precisam aprender a notacdo matematica.
Na notacdo matematica, um simbolo comum para a derivada da funcdo € um sinal
de apostrofo chamado "linha". Entdo a derivada de f é f' (f linha). Isso em notacao

matematica seria escrito assim:

Se a funcao de entrada é o tempo, entdo a derivada dessa funcdo € a taxa em que a

funcao é alterada.

Se a func¢do é linear, ou seja, o grafico da funcdo é uma linha reta, entdo a funcéo

pode ser escrita como y = m x + b, onde:

Isto d& o valor exato para a variacao da linha reta. Se a funcdo nao € uma linha reta,
entdo a variacdo emy é dividida pela variacdo em x, e nés precisamos do calculo
para encontrar o valor exato em cada ponto da funcéo. (Note-se quey e f(x) sdo
duas notacdes diferentes para a mesma coisa: a saida da funcédo). Uma linha entre
dois pontos em uma curva é chamado de reta secante. A variagdo da reta secante
pode ser expressada como:

onde as coordenadas do primeiro ponto é (x, f(x)) e h é a distancia horizontal entre

os dois pontos.

Para determinar o deslocamento da curva, usam-se 0s limites:
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Em um caso particular, n6s encontramos o deslocamento da fungdo quadratica no

ponto em que a entrada € 3 e a saida € 9 (Ex.: entao ).

O deslocamento da funcdo quadratica no ponto (3, 9) € 6, isto é, ele cresce seis

vezes mais rapido em y do que em x e esté indo para a direita.

Integrais

O Calculo Integral é o estudo das definicdes, propriedades, e aplicacbes de dois
conceitos relacionados, as integrais indefinidas e as integrais definidas. O processo
de encontrar o valor de uma integral € chamado integracdo. Em linguagem técnica, o

calculo integral estuda dois operadores lineares relacionados.

Aintegral indefinida € a antiderivada, o processo inverso da derivada. F é uma
integral indefinida de f quando f € uma derivada de F. (O uso de letras mailsculas e

mindsculas para uma fungéo e sua integral indefinida € comum em célculo.)

A integral definida insere uma funcdo e extrai um numero, o qual fornece a area
entre o gréfico da funcdo e o eixo do x. A definicdo técnica da integral definida é o

limite da soma das areas dos retangulos, chamada Soma de Riemann.

Um exemplo motivacional é a distancia (D) viajada em um determinado tempo (t).

Se a velocidade (V) é constante, somente multiplicacdo € necessaria, mas se a
velocidade varia, entdo precisamos de um método mais poderoso para encontrar a
distancia. Um método € a aproximacao da distancia viajada pela divisdo do tempo
em muito mais intervalos de tempo, e entdo multiplicando o tempo em cada intervalo
por uma das velocidades naquele intervalo, e entdo fazer uma Soma de Riemann
das distancias aproximadas viajadas em cada intervalo. A ideia basica € que se

somente um pequeno tempo passar, entdo a velocidade vai permanecer
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praticamente a mesma. Entretanto, uma Soma de Riemann somente da uma
aproximacao da distancia viajada. Nés precisamos pegar o limite de todas as Somas

de Riemann para encontrar a distancia viajada exata.

AY

AT ] f9
S
a b );

Integracdo pode ser explicada neste exemplo, como a medida da area

compreendida entre a curva f(x) e o eixo X, limitada pelos pontos a e b.

Se f(x) no diagrama da esquerda representa a velocidade variando de acordo com o
tempo, a distancia viajada entre os tempos representados porae b é a area da

regiao escura s.

Para aproximar a area, um método intuitivo seria dividir em distancias entre ae b em
um numero de segmentos iguais, a distancia de cada segmento representado pelo
simbolo ?x. Para cada segmento menor, nds podemos escolher um valor da
funcéo f(x). Chame o valor h. Entdo a area do retangulo com a base ?x e altura h da
a distancia (tempo ?x multiplicado pela velocidade h) viajado naquele segmento.
Associado com cada segmento € o valor médio da funcéo sobre ela,f(x)=h. A soma
de todos os retangulos dados € uma aproximacao da area entre 0 eixo e a curva, o
gual é uma aproximacéao da distancia total viajada. Um valor menor para ?x nos dara
mais retangulos e, na maioria dos casos uma melhor aproximac¢do, mas para uma

resposta exata nés precisamos fazer o limite em ?x tender a zero.

O simbolo da integracdo é um S alongado (que significa "soma"). A integral

definida é escrita da forma:
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e lida como "a integral de a até b de f-de-x em relacdo a x."

A integral indefinida, ou antiderivada, € escrita da forma:

Desde que a derivada da funcao é (onde C é qualquer constante), entao:

Conceitos basicos

Funcéo, dominio e imagem

Seja um conjunto de pontos A, cujos membros sdo 0s nameros em entao
tomamos e denominamo-la variavel independente, visto que, arbitrariamente,
lhe podemos atribuir qualquer valor em e portanto dizemos que:

A é o dominio da variavel

Da mesma forma, admitamos um conjunto de pontos B, cujos membros sao

nameros que sao obtidos Unica e exclusivamente por um conjunto de regras

matematicas , quando numeros arbitrarios em A lhe séo transferidos; visto que
h&a um dnico valor assumido para cada valor arbitrario transferido a , dizemos
que:

B é funcéo de A.

Sendo B obtido através das regras de

A é dominio da funcgéo
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Da mesma forma, como B é restrito aos valores definidos por A e as regras definidas

por 0s seus elementos espelham estas condi¢des, portanto, podemos dizer

que:

B é imagem da funcéo

Extensdes de dominios

Observe-se a expressao: Nota-se que, assim que séo atribuidos valores a
ela assumira valores invalidos, ou seja, de raizes quadradas de nimeros negativos.

Para sanar este problema, pode-se atribuir uma faixa de valores validos para o

dominio de 0 que resultara em:

Assim, tem-se um dominio restrito a valores iguais ou menores que 12. Portanto,
incluindo-o, este extremo ao qual pertence o valor 12 é chamado de extremo

fechado.
Tem-se uma situacdo semelhante, porém com uma sutil diferenca, quando for

necessario fazer: . Neste caso, € preciso restringir o valor O e todos os niumeros

abaixo dele, desta forma;

Pode-se atribuir apenas valores maiores que 0, uma vez que este valor ndo pertence
ao conjunto de numeros que podem ser atribuidos a variavel, o que se denomina

de extremo aberto.

Notacdes
O conjunto de numeros B dos quais dependem do conjunto A de
onde se obtem e se estabelece o par de niumeros ou simplesmente:
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Este é chamado de par ordenado.

Sendo também a representacdo dos valores de entdo pode-se afirmar

que:

Sendo o valor de , quando definido pelas operagdes em

Faixas de valores que delimitam os dominios podem ser representados com

desigualdades, como nos exemplos abaixo:

Porém, os extremos podem ser colocados em um par entre delimitadores de
forma que, para os extremos fechados usa-se os delimitadores [ ou ]. Para os
extremos abertos usa-se ( ou ), habilitando a identificar os extremos mais

claramente. Assim, pode-se identificar os dominios do exemplo acima desta forma:

Também é comum usar colchetes invertidos para extremos abertos:

Operacdes com funcdes

Considere-se duas funcbesfe g; admitindo que as duas sao, intuitivamente,

expressoes que se traduzem em valores, pode-se dizer que:

Sendo D(f) o dominio da funcéo f e D(g) o dominio da funcdo g, o dominio da funcéao

resultante das operacfes acima é sempre:
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Teorema Fundamental do Célculo

O teorema fundamental do calculo afirma que a diferenciacdo e a integracdo sao
operacfes inversas. Mais precisamente, o teorema conecta o0s valores de
antiderivadas ao valor de integrais definidas. Por ser usualmente mais facil computar
uma antiderivada do que aplicar a definicho de uma integral definida, o teorema
fundamental do calculo prové uma forma pratica de computar integrais definidas.
Pode também ser interpretado como uma afirmacdo precisa do fato que a

diferenciacao € o inverso da integracao.

E afirmado pelo teorema fundamental do célculo que: Se uma fungéo f é continua no

intervalo [a, b] e se F é uma func¢éo cuja derivada € f no intervalo (a, b), entdo

Além disso, para cada x no intervalo (a, b) temos que

E, seu Corolario pode ser transcrito da seguinte forma:

Considere-se f uma funcdo continua de valores reais definida em um intervalo

fechado [a, b]. Se F € uma funcdo tal que para todo x em [a, b]

entdo

Essa descoberta, realizada por Newton e Leibniz, que se basearam nos resultados

de um trabalho anterior de Isaac Barrow, exerceu um papel chave na massiva

proliferacdo de resultados analiticos que se seguiram ap0s seus trabalhos ficarem

conhecidos. O Teorema fundamental do calculo prové um método algébrico de
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computar muitas integrais definidas sem executar processos limite—simplesmente

por encontrar férmula para antiderivadas.

Aplicacbes

O célculo é usado em todos os ramos das ciéncias fisicas, na ciéncia da

computacao, estatistica, engenharia, economia, medicina e em outras areas sempre

gue um problema possa ser modelado matematicamente e uma solucao 6tima é

desejada, ele é um estudo mais profundo de fungdes.

A Fisica faz uso intensivo do célculo. Todos 0s conceitos na mecanica classica sédo

inter-relacionados pelo calculo. A massa de um objeto de densidade conhecida,

0 momento de inércia dos objetos, assim como a energia total de um objeto dentro

de um sistema fechado podem ser encontrados usando o calculo. Nos sub-campos

da eletricidade e magnetismo, o célculo pode ser usado para encontrar o fluxo total

de campos eletromagnéticos. Um exemplo mais histérico do uso do calculo na fisica

€ a sequnda lei de Newton que usa a expressao "taxa de variacdo" que se refere a

derivada: A taxa de variagcdo do momento de um corpo é igual a forca resultante

gue age sobre o corpo e na mesma direcdo. Até a expressao comum da segunda lei
de Newton como Forga = Massa x Aceleragcédo envolve o calculo diferencial porque
a aceleracdo pode ser expressada como a derivada da velocidade. A teoria

do Eletromagnetismo de Maxwell e a teoria da relatividade geral de Einstein também

sdo expressas na linguagem do calculo diferencial. A quimica também usa o célculo

para determinar as variagées na velocidade das reacdes e no decaimento radioativo.

O célculo pode ser usado em conjunto com outras disciplinas matematicas. Por

exemplo, ele pode ser usado com a algebra linear para encontrar a reta que melhor

representa um conjunto de pontos em um dominio.

Na esfera da medicina, o célculo pode ser usado para encontrar o angulo 6timo na
ramificacdo dos vasos sanguineos para maximizar a circulagdo, e até mesmo
determinar o tamanho maximo de moléculas que sao capazes de atravessar a
membrana plasmatica em uma determinada situacdo, normal ou induzida, em

células.

Na geometria analitica, o estudo dos graficos de fun¢bes, o célculo € usado para

encontrar pontos maximos e minimos, a inclinacdo, concavidade e pontos de
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inflexdo.Na Engenharia civil ¢ usado para encontrar o momento fletor maximo de

uma viga num ponto qualquer.

Na Economia o célculo permite a determinacdo do lucro maximo fornecendo uma

férmula para calcular facilmente tanto o custo marginal quanto a renda marginal.

O calculo pode ser usado para encontrar solu¢cdes aproximadas de equacdes, em

métodos como o método de Newton, iteracdo de ponto fixo e aproximacao linear.

Por exemplo, naves espaciais usam uma variagdo do método de Euler para

aproximar trajetérias curvas em ambientes de queda livre.
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3- ALICERCES DA MATEMATICA MODERNA

Muitos dos textos mais importantes que a humanidade escreveu contém simbolos
como €, S, e @ nas primeiras paginas do capitulo 1. Nesta reportagem especial,
guatro professores mostram as conexdes da teoria dos conjuntos com a algebra, a

geometria, a légica.

{1}/ N&o cai no Enem, mas é importante

Um grupo de alunos do ensino médio entra na sala de aula e vé o professor sentado

a mesa, ja esperando; na lousa, ha uma Unica expressao:

V={() €K1 (44— T = 0)V(S:+ =3 = 0))

Quem néo esta familiarizado com o estado atual do ensino basico talvez imagine

gue acontecera algo mais ou menos assim:

(a) Os alunos se acomodam e, a certa altura, encerram as conversas e passam a

olhar para o professor, a espera de esclarecimentos.

(b) Alguém nao aguenta de curiosidade e acaba perguntando: “Professor, o que é

isso? Parece dificil!”
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(c) Alguém examina a expressdo por um tempinho e diz, em voz alta e com gosto:

“Obal! Adoro estudar o modo como duas curvas se interceptam!”
(Na secéo 2, vera diversas maneiras de interpretar a expressao.)

Bem, em muitas classes Brasil afora ndo vai acontecer nada disso. Os alunos véao
bater os olhos na expresséo, registrar o fato de que ndo a compreendem, e usar iSso
como justificativa para continuar conversando, para assistir a um video qualguer no
YouTube (via celular), para jogar; vao agir com o propésito descarado de fazer o
professor perceber que ndo conseguiu despertar a curiosidade de ninguém. “Houve
um tempo”, diz Marco Bassetto, professor de matematica na escola Pueri Domus,
em Campinas (SP), “em que a simples presenca do professor em sala de aula era
suficiente para que os alunos parassem o0 que estavam fazendo e comecassem a
prestar atencédo. Hoje, o aluno olha para o professor com um olhar do tipo ‘o cara
gue fala um monte de coisas sobre as quais ndo entendo nada’, do tipo ‘isso é muito
chato, vou jogar videogame’.” Esse tempo, diz Marco, nem foi ha tanto tempo assim:
h& uns 20 anos, se a classe fosse minimamente disciplinada, esperaria alguma

informacé&o sobre o conjunto A com algum interesse.

Se Marco tem o propésito de passar alguma ideia importante da teoria dos
conjuntos, comeca com um problema. Eis algo do tipo que projetaria no quadro
branco, para ficar a espera dos alunos:

(i) Os animais que ninguém consegue ver durante o crepusculo sao cinza.
(ii) Os vizinhos néo gostam das coisas que os mantém acordados.

(i) Qualquer coisa que dorme pesadamente ronca ruidosamente.

(iv) Os vizinhos gostam de animais que podem ver durante o crepusculo.
(v) Todos os elefantes dormem pesadamente.

(vi) Qualquer coisa que ronca ruidosamente acorda os vizinhos.

Problema: O que vocé pode concluir a respeito dos elefantes?
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O que Marco puder passar sobre a teoria dos conjuntos, usando esse problema
como desculpa, vai passar; mas, assim que os alunos perdem o interesse pelo
problema, o que ndo costuma demorar mais que meia hora, Marco interrompe as
explicacbes sobre a teoria e provoca a classe de alguma maneira — por exemplo,
propde um problema correlato. E assim, de problema em problema, de provocacao
em provocagédo, tenta manter os alunos interessados; enquanto dura o interesse,
passa a teoria que é possivel passar naqueles minutos. [Para uma discussao do
problema dos elefantes, veja a secédo 2.] Ele tem inveja dos professores de inglés,
gue podem separar os alunos por competéncia e formar turmas mais fluentes.
“‘Como eu gostaria de fragmentar minhas turmas”, diz Marco. “Seria bom ter dois
niveis para o primeiro ano do ensino médio, dois para o segundo... Percebe?” Uma
classe mais avancada compreende melhor a importancia de descobrir de que se

trata o conjunto A.

Os monstros do MMM. Quase todos os professores do ensino basico ficam pouco a
vontade para conversar sobre a teoria dos conjuntos. Eles sabem que a teoria é
importante. Sabem que, se um estudante ndo a domina, ndo consegue compreender
direito ideias mais sofisticadas: relacdes e funcbes, calculo diferencial e integral,
algebra linear, grupos e morfismos, topologia, l6gica, entre tantas outras. Sabem que
a teoria dos conjuntos serve para discutir as bases da matemética que ja existe, e
serve também como uma espécie de cimento com o qual adicionam novas por¢des
de matematica & matematica que ja existe. J4 ouviram falar da frase do matematico
alemao Hermann Weyl (1885-1955): a matematica ndo € a ciéncia das quantidades,

ou mesmo a ciéncia dos padrdes, mas sim “a ciéncia do €”. “O grande lance da
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matematica”, diz Alexandre Casassola Goncgalves, professor no departamento de
fisica e matematica da USP em Ribeirdo Preto (SP), “é encontrar certos conjuntos e
certos elementos dentro desses conjuntos. Isso resume bem o trabalho do

pesquisador.”

Ao mesmo tempo, contudo, os professores sabem que todo mundo conhece um
pouco da teoria (mesmo que nao tenha consciéncia disso), pois a ideia de conjunto
talvez seja a mais primitiva da matematica — talvez seja a mais primitiva da mente
humana. “Ninguém pode comunicar um raciocinio, por mais simples que seja, sem
recorrer a ideia de conjunto”, diz Alexandre. A propria locugao “um raciocinio” remete
ao conjunto dentro do qual estdo os raciocinios aos quais uma pessoa pode
recorrer. Entdo o estudante, diante das primeiras explicagcdes sobre a teoria dos
conjuntos, se rebela e pensa: “Por que o professor esta complicando uma coisa tao

6bvia com esse monte de simbolos matematicos?”

Para adicionar uma pitada de sal ao desconforto, os professores do ensino basico se
lembram do movimento da matematica moderna (MMM). A comecar na década de
1960, muitos professores acharam que a matematica escolar estava distante demais
da pesquisa atual, o que era verdade. Acharam que as escolas de nivel basico
deveriam ensinar temas mais atuais, 0 que era Otima ideia. Mas 0 modo como
fizeram isso foi um desastre. O curriculo da escola béasica ainda esta distante
demais da matemética atual, e continua sendo uma 6tima ideia mostrar ao aluno o
gue significa de fato ser um matematico contemporaneo. Contudo, se alguém diz,
“Ei! Tive uma ideia! Que tal ensinar a teoria dos conjuntos melhor, assim nossos
alunos conseguem ler textos de autores mais recentes, e sobre temas mais
sofisticados?”, dai todo mundo recorda o MMM e foge correndo pela saida de
emergéncia mais proxima. Se o professor de matemética fosse um polvo, durante a

fuga ele até soltaria tinta preta atras de si.

Além disso, o Enem nao ajuda em nada. “Lan¢go um desafio a quem ainda acha que
0 movimento da mateméatica moderna faz sentido”, diz Marco Bassetto. “Ao longo
desses 17 anos de Enem, encontre cinco questfes que exijam exclusivamente o
dominio da teoria dos conjuntos.” Marco chama a atengcdo para um fendmeno
curioso: o responsavel pelo curriculo do ensino basico é o Ministério da Educacao, e
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para o MEC a teoria dos conjuntos € essencial, a julgar pela documentacdo que
deixa disponivel no website. Quem prepara 0 Enem € o Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep), uma autarquia
subordinada ao MEC. Mas, Brasil afora, para o bem e para o mal, 0os responsaveis
pela educagédo de jovens no ensino médio estdo seguindo o Inep. “O Enem tomou

conta do ensino médio.”

Ciéncias matematizadas. Existe um subconjunto de todos os alunos cujos
elementos se interessam bastante por conjuntos. Seus elementos sédo os estudantes
gue adoram matematica e os que tém a ambicdo de passar num vestibular dificil ou
num concurso publico. “Alguns de meus alunos”, diz Gustavo Quevedo Carvalho, do
Colégio Militar de Porto Alegre (RS), “ja descobriram que a teoria dos conjuntos tem
tudo a ver com logica, e como nos concursos publicos caem questdes de logica, eles

se interessam pelos conjuntos.” Gustavo cita uma questao tipica:

Problema. Sabe-se que existe pelo menos um gato que € cachorro; e sabe-se

também que todo cachorro é rato. Portanto, necessariamente:
(a) Todo rato é cachorro.

(b) Todo rato é gato.

(c) Algum gato é rato.

(d) Nada que néao seja rato é gato.
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(e) Algum gato nao é rato.

No Colégio Militar, mesmo os alunos que ndo conhecem direito a teoria dos
conjuntos sabem que, se fossem mais versados na teoria, resolveriam uma questao
dessas mais velozmente. “Procuro mostrar que, se uma pessoa conhece melhor os
fundamentos da teoria dos conjuntos, ela consegue organizar as ideias e resolver
problemas.” (Veja a se¢do 2.) Outro jeito de mostrar isso, que funciona bem mesmo
com alunos imediatistas, € recorrer a problemas de probabilidade. Em pouco tempo
o aluno percebe como é dificil compreender as ideias da probabilidade sem a teoria
dos conjuntos, e, ao contrario, como € mais facil compreendé-las com os conjuntos.
Diz Marco Bassetto: “Comegando com um problema de probabilidade, ai sim da
para falar sobre unido, intersec¢do, complemento, diferenga.” (Sobre o professor

Marco, veja a secao 3.)

Qualquer que seja o estilo do professor e da escola, contudo, depois que 0 jovem
entra na faculdade, topa com conjuntos aos montes; 0 processo de matematizacao
da ciéncia esta ocorrendo a ritmo cada vez maior. Livros sobre ecologia ja lembram
livros de matematica, com graficos e formulas em abundancia; um capitulo do
excelente livro O Gene Egoista, do zo6logo Richard Dawkins, trata apenas de teoria
dos jogos, e o vocabulario lembra um texto sobre conjuntos. Até a filosofia atual esta
bastante matematizada; € dificil acompanhar uma discussédo sobre identidade ao
longo do tempo, por exemplo, sem conhecer bem a teoria dos conjuntos. Além
disso, como os matematicos recorrem a teoria dos conjuntos sempre, 0os simbolos
gue usam por fim vao parar nas paginas de livros de cogni¢cao, economia, mecanica
dos fluidos, metafisica.

Por gue os matematicos séo tdo obcecados pela teoria dos conjuntos? Ora, quando
conseguem expressar uma ideia com elementos da linguagem dos conjuntos, ela
fica em bases bastante firmes. Por exemplo, a ideia de circulo. O estudante tem
sobre a mesa do escritério um caderno com folhas quadriculadas, além de régua e
compasso. Ele tem de abrir o compasso e colocar a ponta seca num ponto cujas
coordenadas sdo comprimentos irracionais. E agora? Esse compasso € real ou
imaginario? Se for real, ndo pode desenhar o circulo, pois a linha que vai desenhar

tem largura e altura (a tinta, ou o grafite, tem largura e altura); mas a linha que
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perfaz um circulo ndo pode ter dimens@es. E como pode pér o compasso num ponto

de coordenadas irracionais? Como vai acerta-lo em cheio?

Entdo, a folha de papel, o compasso e a régua sdo apenas objetos com os quais
pode raciocinar a respeito de objetos abstratos. Mas, se é assim, para que papel,
régua e compasso? Por que se atrapalhar com objetos? Em vez disso, por que nédo
considera o circulo C como um conjunto de pares ordenados (x, y) tais que (x — a)° +
(y — b)> = r?> = 0? Ora, isso é um conjunto muito mencionado em livros sobre a teoria
dos conjuntos: C ={(x, y) € um ponto no plano cartesiano tal que sua distancia do
ponto (a, b) ér}. Com essa providéncia, uma entidade misteriosa, o ponto sem
dimenséo, virou um par ordenado de numeros reais; o plano virou todos os pares
ordenados possiveis; um circulo virou um subconjunto especifico do plano, aquele
cujos pontos satisfazem determinada equacdo; 0s pontos que pertencem ao
circulo C viraram elementos de um subconjunto; e, ainda por cima, se houver uma
reta L que corta o circulo em dois pontos, tais pontos estdo no subconjunto C N L.

E assim vai. Agora a interseccao entre duas figuras geométricas virou a interseccao
entre dois conjuntos. Os matematicos sdo obcecados pela teoria dos conjuntos
porque é dificil, sendo impossivel, imaginar um jeito mais simples, e a0 mesmo

tempo mais preciso, de por uma ideia matematica no papel. {4}

{2}/ O conjunto A, mais elefantes, ratos, cachorros, gatos

O conjunto A. Como um estudante (condinome YdO) realizou o trabalho de
decodificacdo? Em primeiro lugar, notou as chaves {}; em textos sobre matemaética,
elas quase sempre indicam um conjunto. (YdO sublinhou duas vezes a locucao
“‘quase sempre” porque, as vezes, indicam outra coisa.) E, se as chaves indicam um
conjunto, ele foi batizado de A. YdO notou a estrutura tao popular: A = {propriedade

comum a todos os elementos deste conjunto}.

Depois YdO passou para a descricdo dos elementos do conjunto. Ela inclui um par

ordenado de numeros reais, (X, Yy), tal que tanto x quanto y satisfazem ao mesmo
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tempo as duas equagdes a direita dos dois pontos. (Os dois pontos “” podem ser
lidos como “tal que” ou “tais que”; o mesmo vale para a barra vertical “|”. O simbolo A

€ 0 conectivo légico “e”, cujo funcionamento é mais estrito que o da palavra “e”.)

Um bom passo € plotar o grafico das duas equa¢des no mesmo plano cartesiano, e
foi 0 que YdO fez ao produzir a figura 1.

0.5 5 /. h‘ﬁ""--.\

oof | +

—0.5 \ /
F o

-10f R ™

¥

x 7 TFigura 1

Olhando o gréfico, YdO teve a certeza de que podia ver o conjunto A, se quisesse,
como um conjunto com dois pontos, ou com dois pares ordenados do tipo (X, Y),
sendo que os valores de cada variavel deveriam satisfazer as duas equacfes ao
mesmo tempo. (Uma das equacbes representa um circulo de raio unitario com
centro na origem; a outra representa uma reta com gradiente negativo.) Como achar

tais valores?

YdO usou a segunda equacao para expressar x em funcéo de y.
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2x+3y—2=0~

Depois, colocou essa informacédo na primeira equacao, a do circulo, para ver se

descobria alguma coisa sobre .

(1-2y) +y'-1=0~

l—3y+%y3+y3—1=0~»

%%f—3y=0v
y( ]jy—3)=0.'.

y=0 ou %y—3:0~»
12

X=37
Com tais manipulacbes algébricas, descobriu os dois valores dey que tornam
validas as duas equacBes ao mesmo tempo. E dai simplesmente substituiu y na
segunda equacédo pelos dois valores que descobriu, um de cada vez, e calculou os
dois valores correspondentes de x: paray =0, x = 1; paray = 12/13, x = -5/13. Com
isso, representou o0 conjunto A de um jeito mais especifico, mas completamente

equivalente ao jeito anterior, a partir do qual comecou:
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A= {5 2yao)

Essa linha funciona se o leitor ja souber que o conjunto A se refere aos pares
ordenados (ou aos pontos) que validam um sistema de equacdes simultaneas. Alias,

YdO descobriu que poderia descrever o conjunto A com o sistema em si:

*+y'—1=0

A =
2x+3y—2=0

Muito estudante bateria os olhos nessa expressao e diria: “A letra A se refere a um

sistema com duas equacgdes simultdneas.” Poucos diriam: “A letra A se refere ao

conjunto de pares ordenados (X,y) que satisfazem esse sistema de equacdes

simultaneas.” Nao interessa se o sistema nao tem solucéo: de qualquer modo, ele

representa um conjunto. Para ilustrar essa ideia, YdAO mudou um pouco a segunda

equagao para criar o conjunto B.

x’+y'—1=0

B =105+ 85—5=0

Entdo plotou as duas equagdes no mesmo sistema de coordenadas retangulares, e

produziu a figura 2.

¥
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Agora as duas curvas nao se interceptam. YdO escreveu o que isso significa:

B=09

Em palavras, B € o conjunto vazio, e isso significa, em linguagem cotidiana, que os

sistema nao tem solucéo.

Se YdO quisesse, poderia ter representado A e B como sendo a intersecao de dois
outros conjuntos: um deles, com os pontos do circulo; o outro, com 0s pontos da

reta. Por exemplo:

C={(x,y)eR*:x*+y*—1=0};
D = {(x;; ')EFJ 2x+3y—2=0};

A=CnD={(-3,42)(1,0)}

YdO descobriu que ninguém precisa mencionar 0s conjuntos num texto, se nao
quiser. Em geral, o matematico usa a teoria dos conjuntos para aperfeicoar suas
descobertas e anota-las de um jeito proximo da mais abstrata perfeicdo, mas nem
sempre ele menciona 0s conjuntos ao escrever, por exemplo, a passagem de um
artigo. Talvez, tendo ja estudado os conjuntos C, D, e A=C N D, escrevesse algo
assim: “Um circulo de raio igual a 1 e com centro na origem intercepta a reta y = %5(1
— X) em dois pontos, nos quais os valores de x sdo —-5/13 e 1.” O leitor, se ndo tiver
treinamento adequado, ndo pode imaginar que, para escrever essa frase, o autor
estudou trés conjuntos até ficar bem familiarizado com eles. Diz Felipe Fujita,
professor no Colégio Albert Sabin em S&o Paulo (SP) e autor de livros didaticos: “E
bom notar uma coisa importante: os matematicos que desenvolveram a teoria dos
conjuntos estavam interessados nas ideias. Eles introduziram a linguagem e o
simbolismo por necessidade pratica, mas o0 mais importante sdo as ideias. O mesmo
deve ocorrer no ensino.”

O matematico ja sabe que, ao usar a geometria de coordenadas como referéncia,
pode transformar qualquer assunto da geometria num assunto da teoria dos

conjuntos. E foi isso 0 que os matemaéticos fizeram ao longo do século 20. Hoje, um
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livro sobre geometria lembra um livro sobre teoria dos conjuntos, e € bem provéavel

gue contenha o simbolo € na primeira pagina do capitulo 1.

O problema dos elefantes. Aqui, o estudante (codinome YdO) comecou listando os

conjuntos que talvez lhe fossem Uteis. Sao eles:
A = {As coisas que acordam os vizinhos.}

B = {As coisas que dormem pesadamente.}

C = {As coisas que roncam ruidosamente.}

D = {Os animais visiveis durante o crepusculo.}
E = {Os elefantes.}

F = {As coisas das quais os vizinhos gostam.}
G = {As coisas de cor cinza.}

Com a afirmacéo (i), YdO descobriu que qualquer coisa que ndo esteja em D esta

em G, isto é:

(i) D°CG

(Notacao: D¢ é o complemento do conjunto D, isto é, contém os elementos do

conjunto universo, ou do universo do discurso, que ndo sao elementos de D.)
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E. repetino o procecimento, fl descobindo coisas sobre 0s oulros conjuntos:
(i1)) ACF°

(m) BCC

(iv) DCF

(v) ECB

(vi) CCA

Visto que D € F, YdO pdde deduzir que F© € D, e dai péde encadear todos os

NN oIN 1N

subconjuntos um dentro do outro:

ECB8CCCVCRrxCVH.,CC

E com isso pbde afirmar, com certeza, que todos os elefantes sdo cinza. (Na
verdade, se quisesse, poderia afirmar mais: “Todos os elefantes dormem
pesadamente, roncam ruidosamente, e acordam os vizinhos; estdo entre as coisas
gue os vizinhos detestam, e séo invisiveis durante o crepusculo. Talvez seja assim
porque eles s&o cinza.”) Pensando no assunto, viu como operagdes logicas

complicadas, na beiradinha da confusdo, se tornam quase que automaticas com a

linguagem dos conjuntos.

Ratos, cachorros e gatos. O primeiro passo é dar nome aos conjuntos, e foi o que
um estudante (codinome YdO) fez: R = {ratos}, C = {cachorros}, G = {gatos}. Dai o
enunciado diz que (G N C) 2 {x}, isto é, que existe pelo menos um elemento x no
conjunto da interseccédo entre G e C. Além disso, C € R. Logo, {x} € (RN G). (Veja a

figura 3.) Resposta (c).
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YdO notou que, no enunciado, a palavra “necessariamente” & importante. Por
exemplo, a resposta (e): talvez exista algum gato que ndo seja rato, mas nao
necessariamente, pois, visto que o enunciado nao fornece informagdes sobre isso,

YdO nao tem como apostar na validade de (e). {4}

{3}/ Marco Bassetto, fruto do MMM

Em razdo da organizacdo logica da matéria principal, na secao 1, ndo foi possivel
explicar adequadamente quem é o professor Marco Bassetto, e talvez o leitor fique
com uma impressado errada dele. Entdo, o redator colocou uma explicacdo aqui, a

parte.

Na adolescéncia, Marco teve a “sorte”, para usar uma palavra dele, de ter tido aulas
com um professor que punha em prética as ideias do movimento matematica
moderna: “Tive uma formacgao sélida em teoria dos conjuntos, desenho geométrico,
e geometria dedutiva”, diz Marco. “Isso me encantou € me levou a ser matematico.”
Quando comecou a dar aulas, até tentou a mesma abordagem, mas desistiu logo, e
adotou a pratica de introduzir os assuntos por meio de problemas. “Isso é s6 uma
escolha, que funciona melhor quando a classe é jovem e heterogénea. Numa classe
assim, prender a atencdo dos alunos € mais dificil. Entdo, ndo ha nada de muito

especial nessa escolha: acho que depende da classe.”
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Marco apresenta o problema e, em seguida, introduz toda a teoria que for possivel
introduzir enquanto a classe esta interessada no problema. Mas isso nao significa
gue, se a classe perde o interesse logo, ele desiste de passar a teoria, pois nao
desiste: ou apresenta um problema melhor na mesma hora, ou vai atras de um
problema melhor para apresenta-lo em outra ocasido. “Ao final do ensino médio”, diz
Marco, “ndo importa a abordagem que o professor escolha, o aluno tem de saber
comunicar as ideias matematicas oralmente e por escrito. Inclusive, ele tem de ser
capaz de expressar suas ideias com a linguagem dos conjuntos. Eu acho que, ao
longo do ensino médio, consigo mostrar a eles que a linguagem dos conjuntos é
muito mais eficiente para passar certas ideias do que qualguer outra opg¢do; mas
confesso que, até chegar a esse ponto, por causa da abordagem que escolhi, as
aulas sdo mais baguncadas. Em todo caso, meu objetivo ultimo é produzir alunos

que nao tenham medo de encarar um problema matematico.” {{d}

{4} ESPECIAL: Quase tudo sobre conjuntos

* Uma palavra sobre a palavra “teoria”: € o conjunto de axiomas e de teoremas
decorrentes de tais axiomas, segundo as regras de inferéncia préprias da teoria.
Neste texto, “teoria dos conjuntos” significa, portanto, “a compilagdo dos axiomas e

dos teoremas a respeito de conjuntos”.

* A teoria dos conjuntos vem com uma linguagem propria, onde pode ver simbolos
cComo S ou €. Sem essa teoria e essa linguagem, muitas vezes 0 matematico nem
consegue expressar o que estd estudando. E por isso que professores de
matematica ficam aflitos, para dizer o minimo, quando percebem que um estudante

ndo entende nada de conjuntos.

» Como vocé pode definir um conjunto? Pode mencionar uma caracteristica comum
a todos os elementos. (Ou uma propriedade comum a todos os elementos, como 0s
matematicos costumam dizer.) Assim, no conjunto das coisas azuis, estdo o céu

(num dia ensolarado e sem nuvens) e o peixinho fémea Dori (do desenho
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animado Procurando Nemo). Ou pode simplesmente listar seus elementos: {a, 7, 8}.
Mas, em geral, 0 matematico esta interessado em conjuntos cujos elementos tém
uma propriedade comum. Felipe Fujita, professor no Colégio Albert Sabin e autor de
livros didaticos, explica o porqué: imagine o conjunto A de todos os paralelogramos;
dentro desse conjunto, esta o conjunto Bcom todos os retangulos e o
conjunto C com todos os losangos, de modo que a intersec¢ado de B com C resulta
num subconjunto de A com todos os quadrados. (Veja a figura 4.) “Uma vez que isso
esteja claro, dai vocé pode provar que as diagonais dos paralelogramos se
intersectam no ponto médio de cada uma delas. E com isso pode concluir que as
diagonais dos quadrados, dos retangulos e dos losangos se intersectam no ponto
médio de cada uma delas!” Se vocé demonstra que certa afirmagao vale para os
membros de um conjunto, automaticamente demonstra que ela vale para qualquer
subconjunto desse conjunto. Mas, para tirar proveito disso, tem de visualizar

claramente qual € o conjunto e quais sdo seus subconjuntos.

paralelogramos

/ reténgulos losangos
A - / 5 /

* A ideia de conjunto aparece na linguagem coloquial. Se diz a alguém: “Considere
0S numeros racionais maiores que 17, esta dizendo (por exemplo): “Considere o

conjunto{x € Q : x>1}.”

* X € Q significa “x € elemento do conjunto Q”. (Pode imaginar o simbolo € como
sendo a primeira letra da palavra “elemento”.) Quanto a {x € Q : x> 1}, significa:
“tenho aqui um conjunto de todos os elementos x; x € elemento do conjunto Q, mas

tal que x é maior que 1”.
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* Um conjunto pode ser elemento de outro. (Imagine um saco de balas dentro de
uma bolsa.) Assim, {h} € {%, 5, {h}}, mas h ndo é elemento de {%, 5, {h}}, isto é, h ¢
{%, 5, {h}}; ao contrério, h € {h}.

* Dois conjuntos sdo iguais se tém os mesmissimos elementos. Isso vale mesmo
gue vocé os especifique de modo distinto. Por exemplo, {todos os nimeros racionais

maiores que 1} = {x € Q : x > 1}. A ordem dos elementos n&o interessa: {2, t} = {t, 2}.

» O conjunto {3, 3, 3, 3, 3} é igual ao conjunto {3, 3, 3, 3, ...} e igual ao conjunto {3},
pois eles s6 tém um elemento, que é 3. Pode usar a seguinte analogia: “Embora eu
possa por uma cépia de livro no meu conjunto, ndo posso por a mesma copia mais
de uma vez.” Agora, se o formato faz diferenca, dai o conjunto {3, (3), 3} ¢ diferente
do conjunto {3}. Usando a mesma analogia: “Coloquei no meu conjunto trés copias

distintas do mesmo livro.”

/)

 Na matematica atual, o conjunto vazio € perfeitamente valido. (No comeco do
século 20, ndo era assim.) Pode representa-lo com { } ou com @. Visto que dois
conjuntos séo iguais se tém os mesmos elementos, todo conjunto vazio é 0 mesmo
conjunto vazio: s6 existe um @. Outro jeito de dizer isso: visto que todo conjunto
vazio ndo tem elementos, vocé ndo consegue distinguir um do outro; logo, ndo tem

escolha sendo declarar que sédo o mesmo conjunto. Ndo escreva, portanto, “um

conjunto vazio”; escreva sempre “o conjunto vazio”.

* Vocé pode especificar o conjunto vazio com uma propriedade que nao existe. Por
exemplo: {x € Q : x* = 2} = @, pois ndo existe nimero racional x cujo valor seja V2. E
por que alguém definiria o conjunto vazio de modo tdo complicado? Ora, ao iniciar
uma investigacao, o matematico comeca especificando um conjunto ou varios, sem

saber que, la na frente, descobrird que um ou varios deles sdo o conjunto vazio.
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* O jeito certo de definir o conjunto vazio é: @ = {x : x # x}. A definicdo vale por causa

da lei de Leibniz, que € um dos axiomas da l6gica matematica: para todo X, X = X.

* Nao confunda o numero zero com o conjunto vazio; 0 € um numero real; @ € um
conjunto. (E possivel definir os nimeros inteiros por meio de conjuntos, mas isso é

outra historia.)

» Subconjuntos: pode dizer que o conjunto A é subconjunto de B se cada elemento
de A, sem excecdo, também é elemento de B. Quando for assim, diga que “A é
subconjunto de B” ou “A esta contido em B”; em simbolos: A € B. Pode dizer
também “B € superconjunto de A” ou “B contém A”; em simbolos, B 2 A. (Note a
semelhanca entre 2 e 2, assim como entre € e <. Mais precisamente, a ideia da
notagdo “A € B” é esta: “A é subconjunto de B ou talvez seja igual a B.”) Como
consequéncia ldgica de tais definicdes, todo conjunto é subconjunto de si mesmo.

Além disso, por definicdo, @ € subconjunto de todo conjunto.

* Na verdade, @ é subconjunto de todo conjunto ndo exatamente por definicdo. Se @
nao fosse subconjunto de um conjunto C, deveria haver um elemento em @ que nao
esta contido em C; e dai haveria um elemento em @. Mas n&o ha elementos em @. O
unico jeito de sair desse imbrdglio é declarar @ como subconjunto de todo conjunto.
Mais uma vez, os matematicos tomaram uma decisdo sensata para preservar a

consisténcia da matematica.

» Pode agora definir mais precisamente a igualdade entre conjuntos. Para quaisquer
conjuntos A, B, diga que A = B se, e somente se, A< B e B € A. Em palavras, todo
elemento de A deve ser elemento de B, e todo elemento de B deve ser elemento
de A.

* Mais uma vez: tais definicbes ndo sao firulas de matematicos obcecados por
definicbes dificeis para ideias 6bvias. O matematico estd sempre investigando
conceitos que ndo conhece bem. A certa altura, prova que A € B; meses depois,

descobre um jeito de provar que B € A. SO nessa ocasido consegue dizer que A = B.

* E quanto a expressdao A c B? O que vocé diz com tais simbolos? Existe uma
ambiguidade aqui. O significado correto da expressédo € “todos os elementos
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de A estdo contidos em B, mas ha pelo menos um elemento de B que ndo esta
contido em A”; em outras palavras, embora A seja subconjunto de B, A # B. Nem
todo mundo usa o simbolo c dessa maneira; alguns autores usam c como se fosse
c. Como regra geral, se esta investigando os conjuntos A e B, e sabe que A esta
inteiramente contido em B, mas ndo conhece os dois perfeitamente, escreva A € B.
Quando tiver a certeza de que existe um elemento de B que ndo esté contido em A,
dai passe a escrever A c B, se quiser. (Leia “Ac B” assim: “O conjunto A é
subconjunto préprio do conjunto B.”)

* Use N para denotar o conjunto dos inteiros positivos, Z para o dos inteiros, Q para
0 dos racionais, R para o dos reais e C para o dos complexos. Depois que estiver
clara a ideia de sistema (um sistema é um conjunto e as relacfes e funcbes que
pode realizar com o0s elementos desse  conjunto), pode  dai
escreverN S Zc QS R c C, e isso significa, por exemplo, que Q € C. Mais uma
vez: tome cuidado com o que pretende dizer com tais afirmacfes; nem toda
afirmacado valida no sistema dos numeros reais € valida no sistema dos numeros
complexos, e vice-versa. (Muita gente acha que, se pode escrever R € C, entédo
gualquer afirmacdo que possa fazer sobre os elementos de R também pode fazer
sobre os elementos de C. Essa crenca é falsa.)

« Chegou a hora dos simbolos N, U, —, €, isto &, chegou a hora da algebra tipica dos
conjuntos.

» Se escreve AU B =C, quer dizer que o conjunto C contém todos os elementos
de A, ou de B, ou de ambos. Leia “o conjunto C é resultado da unido de A com B”,
ou algo nessa linha. (E por isso que pode chamar C de “conjunto unido”.) Pode
visualizar isso de um jeito bem matematico com uma tabela de pertinéncia; na
tabela a seguir, 1 significa “esta dentro do conjunto acima” e 0 significa “esta fora do

conjunto acima”.

A B C=AUB
0 0 0
0 1 1
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1 1 1

Veja um jeito de interpretar a tabela: “Se ndo é elemento de A e ndo € elemento
de B, ndo é elemento de C. Se nao é elemento de A, mas é elemento de B, entdo é
elemento de C. Se é elemento de A, mas nao é elemento de B, entdo é elemento

de C. Se é tanto elemento de A quanto elemento de B, entéo é elemento de C.”

Figura 5

« Pertinéncia: E a qualidade ou condicéo de pertencente. Uma tabela de pertinéncia

€ uma tabela que mostra qual elemento pertence a qual conjunto.

* Alguns autores, em vez de 1 e 0, usam D e F, de “dentro” e “fora”. Mas 1 e 0
remetem a logica binaria, a algebra de Boole, aos nimeros na base 2. Note que, na
tabela, vocé esta contando na base 2, pois 0, 1, 2, 3, na base 10, vira 00, 01, 10, 11
na base 2. Com a é&lgebra dos conjuntos, vocé estd um passo mais perto de
compreender os computadores, que sdo maquinas especialmente desenhadas para

manipular nimeros na base 2.

» Como consequéncia légica da tabela acima, para todo conjunto A, B, C, valem as
igualdades: AUA=A,AU @ =A/AuB=BUA(a unido de conjuntos ¢&
comutativa), (AU B) U C =AU (B U C) (a unido de conjuntos é associativa). Vale a
pena montar uma tabela de pertinéncia para verificar a validade da ultima igualdade,

e figue de olho na figura 6 mais abaixo.

A B C AuUuB BuC (AuB)ucC Au(BuUC)
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0 0
1 1
1 1
1 1
0 1
1 1
1 1
1 1

1

Visto que as duas ultimas colunas (a direita) séo idénticas, pode dizer que as duas

expressdes no topo de cada coluna se equivalem; pois, se um elemento esta fora de

(AUB) UC, esta fora de Au (B U C); se esta dentro de (A U B) U C, esta dentro

de AU (BUC). E isso € um jeito de dizer que os dois conjuntos (AU B) U Ce AU

(B U C) séo idénticos em tudo e por tudo.

Fig. 6

» Visto que a unido de conjuntos é comutativa e associativa, pode dispensar 0s

parénteses, isto é: (AUB) UC=AU (BUC) =AU BU C. Se quiser denotar a

unido de n conjuntos Az, Ay, ..

., An, simplesmente escreva:
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» Com a expressao C = AN B, vocé diz que formou o conjunto C com os elementos
gue tanto fazem parte de A quanto fazem parte de B também. (Pode chamar C de

“conjunto intersecgao”, se quiser; veja a figura 7.) A tabela de pertinéncia é:

A B C=ANB

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1
Figura 7

» Consequéncias légicas, que pode verificar facilmente com tabelas de pertinéncia:
se A, B, C denotam conjuntos, ANA=A;AN Q@ = @,ANB=BNA(a interseccao
de conjuntos € comutativa); (AN B)N C=AN (B N C) (aintersec¢cdo de conjuntos é
associativa). Sendo assim, (ANB) NC=AN (BNC) =ANBNC. Além disso,

como ja fez antes, se quiser denotar A; N A, N Az N --- N Ay, escreva:
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» Se quiser um truque visual para recordar o significado dos simbolos de Unido e de

iNtersecgao, ei-lo.

» Existem duas igualdades famosas, e pode facilmente prova-las com tabelas de
pertinéncia. Uma delas ¢ (AUB)NC=(ANC)uU (BNC). Aoutraé (ANB)U C=
(AU C)N (B U C). (Ambas estdo na figura 8.)

Figura 8B

Figura 8A

« As vezes vocé quer saber a diferenca entre dois conjuntos A e B. Com A — B, vocé
denota o conjunto que pode formar com os elementos que estdo apenas em A, mas
ndo em B. (As vezes, um autor denota essa ideia com A\B; veja a figura 9.) A tabela

de pertinéncia de A\B e de B\A é:
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A B A-B B-A
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
Figura 9: A\B
Figura 9: B\A

» Pode chamar o conjunto A — B de “conjunto diferenga” ou “conjunto da diferenga”,
se o leitor souber do que se trata. Se ndo souber, diga a frase por completo: “O
conjunto da diferenca entre A e B.” Note que o conjunto da diferenca entre B e A,
gue deve denotar comB - A, s6 serd igual ao conjunto A - B se A =B, nesse
caso,A-B=B-A=0.
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» O conjunto universo € o conjunto com todos os elementos que talvez pudessem
estar nos conjuntos os quais esta estudando. Pode chama-lo de &, se quiser. (E a
letra grega qui minuscula.) Apesar do nome, “conjunto universo”, vocé faz bem se
limitar ao maximo os tipos de elementos que pretende imaginar dentro de . Em
1901, Bertrand Russell demonstrou que o conjunto de todos os conjuntos contém a
si mesmo, ja que € um conjunto, e que isso leva a um paradoxo; desde entdo os
matematicos passaram a tomar cuidado com o conjunto universo ¢ em especial,
passaram a evitar qualquer conjunto que seja elemento de si mesmo. (Hoje, a
definicdo correta de conjunto diz que ele ndo pode ser elemento de si mesmo, isto €,
se x € um conjunto, entdo x ¢ x.) Assim, se estiver lidando com numeros, talvez
possa considerar ¢ como o conjunto dos reais, ou quem sabe o dos complexos. Se
estiver lidando com cores, pode considerar ¢ como 0 conjunto de todas as cores, ou
entdo como o conjunto com todos os conjuntos finitos de cores (faga seu leitor notar
gue € ¢ €). Se tomar cuidados semelhantes a esses, dai pode usar uma propriedade
muito util de &: ele contém todos os elementos com os quais esta lidando, e todos os
conjuntos os quais esta estudando sdo subconjuntos de ¢, e se vocé provar que
certa propriedade vale para ¢ automaticamente provou que ela vale para todos os
subconjuntos de ¢. (Excecdo natural feita ao subconjunto @; pois de que jeito um
conjunto sem elementos pode ter elementos com alguma propriedade, como, por
exemplo, a propriedade de ser par?)

» Agora ja pode compreender a ideia do complemento de um conjunto A: € o
conjunto que pode formar com todos os elementos que n&do pertencem a A. Pode
denota-lo com o simbolo A® (ou com A‘');, quanto & definicdo correta, ela
é:A°=¢-A, isto é o complemento de Aé o conjunto de todos os elementos
de ¢ (que vocé especificou previamente), exceto os elementos que fazem parte de A.
(Veja a figura 10.)
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+ Algumas consequéncias logicas, que deve verificar com tabelas de
pertinéncia: &= @; ¢°=¢ para todoA, (A9 =A; para todoA,ANA°= ¢
e AU A®=¢& alémdisso, AU E=Ee ANE=A.

» Ja esta em condi¢cbes de compreender uma ideia interessante a respeito de dois
conjuntos A, B, ambos subconjuntos de um conjunto universo ¢ se A € B,
entdo B® € A®. Pode provar isso com a tabela de pertinéncia a seguir, e ver a

validade da implicacdo com a figura 11 (mais abaixo).

A B A° B¢
0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 0 0

Na figura 11 (abaixo), o elemento rotulado com o algarismo 2 ilustra a segunda linha
da tabela: se nédo é elemento de A nem de B, é elemento tanto de A® quanto de B®.
O elemento 3 ilustra a terceira linha: se ndo é elemento de A, mas é elemento de B,
entdo é elemento de A®, mas ndo elemento de B®. A quarta linha da tabela n&o faz
sentido, porque A € B, e por isso todo elemento de A é elemento de B. (Se essa
quarta linha for valida, entdo A € B.) Por fim, o elemento 5 ilustra a quinta linha da

tabela: se é elemento de A, é também de B, e portanto ndo é elemento nem
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de A° nem de B®. Pode olhar a questdo assim, se quiser: de certo modo, 0
conjunto A® é maior que o conjunto B, ou no minimo igual.

Note que, neste caso, ou um elemento pertence a A, ou aB, ou aé. Jamais
acontece de um elemento estar fora de &, pois vocé imaginou a situacao toda para
gue assim fosse. Por exemplo, se estd estudando uma questdo da teoria dos
nameros, pode fixar o conjunto universo como sendo o conjunto C dos complexos.
Jamais tera de decidir o que fazer com filhotes de hipopdtamo nascidos no Parque
Nacional Kruger, na Africa do Sul, pois esta estudando nGmeros, e néo filhotes de
hipopétamo.

Fig. 11

or

« As famosas leis de De Morgan, a partir das quais os matematicos fazem milagres:
para quaisquer dois conjuntos A, B, ambos subconjuntos de um conjunto universo ¢,
(A U B)° = A° N BS; além disso, (A N B) = A U B. Pode ver por que tais leis valem
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com as tabelas de pertinéncia a seguir e a figura 12. (Na figura, os numeros
associados aos pontos se referem a respectiva linha da tabela: o ponto 3 se refere a

linha 3, etc. A mesma figura 12 vale para as duas tabelas.)

(AU B)°=A°NB°

A B AUB (A U B)° A B¢ A°NnB°
0 0 o0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0
1 0o 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0

(ANB)°=A%uUB®

A B ANB (A N B)® A B® A°uB©
0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0
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Fig. 12

« Usando as leis de De Morgan, mais o fato de que (A“)°=A, pode dizer
que AUB= (ANB%“e que ANB= (A® U B®)°. Com essas duas igualdades,
pode provar, desta vez com a algebra dos conjuntos, as duas igualdades que provou
mais acima com tabelas de pertinéncia [AUB) NC=(ANC) U (BNC); (ANB)
UuC=(AuC)N(BuUAQ)..

» Dizem os matematicos que a algebra dos conjuntos tem a propriedade de frutificar
o resultado das demonstracdes matematicas. Pois, se vocé prova que (AU B)
N C implica algum fato matemético, entdo também provou que (ANC) U (BN C)

implica esse mesmo fato.

« Como a palavra “implica” sugere, ha uma conexao entre a légica e a teoria dos
conjuntos. Na verdade, especialistas no assunto dizem que conseguem verter toda
afirmacéo l6gica em linguagem dos conjuntos, e muitas vezes, ao realizar tal versao,

ficam com as ideias mais claras.

Por exemplo, imagine uma func¢éo polinomial f : R —R do tipo a seguir:
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fix)=ao+ax+ax*+ - - +ax’
=> ax'
0

Nessa equacdao, a € uma constante real. (Na linguagem dos conjuntos, a; € R.) Dali,

Y

se fizer a; = 0 para todo i impar, pode provar que f(—x) = f(x) para todo x, isto é, pode
dizer que fse transforma numa funcdo par (ao plota-la, verd que o eixo das
ordenadas vira eixo de simetria; como exemplo, imagine uma parabola do
tipo y = x°). Isso porque, se k é um inteiro positivo par, x“ = (=x)¥, ja que (=1)(-1) = 1.
Como poderia expressar isso com a notacéo tipica da logica? Pode, por exemplo,
declarar a seu leitor: “Com a letra A, represento todas as fun¢des polinomiais
em X nas quais 0s expoentes de x sdo todos pares; com a letra B, represento todas

as fungdes pares.” E dai pode afirmar:

A= B

Essa expresséao, “A implica B”, € no fundo uma afirmagao sobre conjuntos. Eis um
jeito de pensar nisso: pode imaginar um conjunto universo ¢ com todas as funcoes,
dentro do qual h4 um subconjunto B com todas as funcdes pares, dentro do qual ha
um subconjunto A com todas as fungbes polinomiais nas quaisa = 0 para
todo i impar, de modo que A € B < £. Dai a expressao “A implica B’ se transforma
simplesmente emB 2 A, isto €, B contém A. (Neste caso,
vocé sabe que B contém A e que é diferente de A, e por isso até poderia usar a
expressdo B o A. Mas, em muitas investigacfes, uma informacdo dessas nao estara
tao clara; é por isso que deve registrar “A implica B” com B 2 A, querendo dizer: “Sei
gue B contém A, mas nado estou afirmando peremptoriamente que A e B séo
diferentes, pois talvez sejam iguais.”) Agora vai desenhar uma tabela de pertinéncia

um pouco diferente, com a letra V para verdadeiro e a letra F para falso:

A B B2A (ouA=B)

0 0 Vv
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0 1 Vv
1 0 F
1 1 \%

(Usou as letras V e F debaixo de B 2 A porque a expressao B 2 A ndo denota um
conjunto especifico, mas sim uma comparacdo entre conjuntos; ndo faz sentido

falar, portanto, em pertinéncia.)

Com a segunda linha da tabela, disse que, se um elemento ndo esta nem A nem
em B, entdo ele ndo te da nenhuma informacédo sobre se B contém A, e portanto
talvez B contenha A. (Essa linha da tabela de pertinéncia € mera convencéo.) Para
ficar no exemplo, com a segunda linha, disse que, se uma funcdo nado pertence
aBou aA, isso ndo te autoriza a dizer que B 2 A. Com a terceira linha, disse que,
se um elemento esta em B, mas nao esta em A, entdo ele te passa a informacéo de
gue B talvez seja maior que A e inclua A, e por isso a implicacdo permanece valida.
(Convencgédo também; note que, em situagBes de pesquisa, nas quais 0 matematico
esta tateando, talvez A = @.) No exemplo, com a terceira linha, disse que, se uma
funcdo é par, mas néo é uma funcao polinomial em x tal que a = 0 para todo i impar,
iISso ndo o autoriza a dizer que tais funcdes polinomiais ndo sao pares; logo, a
implicagdo continua valida. Com a quarta linha, disse que, se um elemento esta
emA, mas ndo em B, obviamente B ndo contém A, o que torna a implicacdo
invalida. No exemplo, significa dizer que, se alguém achasse uma funcéo polinomial
em X, ndo par, tal que a; = 0 para todo i impar, dai esse contraexemplo invalidaria a
implicagdo. (Ninguém vai achar uma fungéo assim.) Com a quinta linha, disse que,
se um elemento arbitrério de A também esta em B, entdo todo elemento de A esta
em B, e portanto B contém A. No exemplo, foi exatamente isso o que fez ao redigir a
prova de que funcdo polinomial em x tal que a; = 0 para todo i impar é uma funcéo
par: provou que B 2 A.

* Muitas outras tabelas de pertinéncia sdo equivalentes a tabela que acabou de
examinar. Por exemplo, ja sabe que, se B2 A, entdo A° 2 B. (Ou, o que é a
mesma coisa: se A —B, entdo -B — -A; o nome dessa Ultima afirmagéo

€ contrapositiva.) Logo, sabe o seguinte: se f € uma funcédo polinomial em x, mas
b/
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nao é par, entdo ela contém pelo menos um a; # 0 com i impar. Provou um teorema
e, com a teoria dos conjuntos, ganhou outro extra.

« Uma imagem mental util: para interpretar A —B, pense: “Se a implicagao for
verdadeira, caso uma lampadinha de A se acenda, significa que uma lampadinha
de B se acendeu também, pois todas as lampadinhas de A sdo ao mesmo tempo
lampadinhas de B. Contudo, ndo necessariamente todas as lampadinhas de B séao
lampadinhas de A, e por isso A — B nao necessariamente implica B — A.”

» Alexandre Casassola diz que, muitas vezes, € mais facil entender uma proposi¢ao
l6gica com a linguagem dos conjuntos. Cita um exemplo, que viu no livro Set Theory
and Logic (Dover, 1979):

1. A maioria das criancas gosta de chocolate.
2. Eu n&o sou uma crianca.
3. Logo, eu odeio chocolate.

A conclusao néo se segue das premissas, 0 que pode ver claramente num diagrama
de Venn (figura 13): imagine o conjunto universo ¢ com todos os seres humanos, o
subconjunto C de ¢ com todas as criangas, e o subconjunto G de £ com todos os que
gostam de chocolate. Se chama o elemento “eu” de x, dai sabe que x € C%, e isso
significa que x talvez esteja no conjunto G — C, ou talvez esteja no conjunto ¢ -

(C U G); isto €, sabe que x talvez ndo goste de chocolate, ou talvez adore.
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* Muitas vezes, € importante estudar todos os subconjuntos de um conjunto. Bem,
com a sigla [/(F), vocé denota o conjunto com todos os subconjuntos do conjunto F;
[I(F) se chama “conjunto poténcia de F” ou “conjunto das partes deF’.
Se F tem n elementos, dai [I(F) tem 2" elementos. O melhor jeito de ver isso €, mais
uma vez, contar na base 2, feito um computador. Suponha, por exemplo, que F =
{b, c, d, e}; dai [I(F) tem 2*= 16 elementos, como pode ver na tabela 1. (Nessa
tabela, 0 agora significa “ndo considere o elemento acima” e 1 significa “considere o

elemento acima”.)

Tabela 1

b c d e Elemento de [I(F)
0 0 0 0 1)

0 0 0 1 {e}

0 0 1 0 {d}

0 0 1 1 {d, e}

0 1 0 0 {c}

0 1 0 1 {c. e}
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0 1 1 0 {c, d}

0 1 1 1 {c, d, e}

1 0 0 0 {b}

1 0 0 1 {b, e}

1 0 1 0 {b, d}

1 0 1 1 {b, d, e}

1 1 0 0 {b, c}

1 1 0 1 {b, c, e}

1 1 1 0 {b, c, d}

1 1 1 1 {b, c,d, e}

* Note que d € elemento de F, e pode denotar isso com d € F; mas {d} € subconjunto
de F, {d} € F, e {d} é também elemento de [I(F), {d} € [J(F). Mas{d} ¢ Fed & [I(F).

* O cardinal de um conjunto € o numero de elementos do conjunto. O cardinal de F é
4, isto é, #F = 4. O cardinal de [I(F) é 2* = 16, isto é, #[I(F) = 16. Portanto, o nimero
de subconjuntos de um conjunto € o cardinal do conjunto poténcia.

« Como a tabela 1 deixa claro, o cardinal do conjunto poténcia de F (com 4
elementos) vale 2* porque, tendo quatro casas para contar de 0000 a 1111 na base
2, vocé consegue contar de 0 a 15 na base 10, e assim consegue rotular 16
subconjuntos. E por isso que, se um conjunto A tem n elementos, [(A) tem
2" elementos.

« E possivel falar da cardinalidade de conjuntos infinitos, assim como do conjunto
poténcia de conjuntos infinitos, mas esse € um assunto complicado demais para

este texto.
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» Agora, a ideia de produto cartesiano, que é tdo importante na matematica pura e

aplicada. Imagine n conjuntos Az, A, As, ..., An. O produto cartesiano A; x A, x Az X
- x Ay = []Ai € o conjunto de todas as énuplas ordenadas (ai, az, as, ..., a,), has

quais a; € Aj, a2 € Az, az € Ag, ..., an € An.

* Exemplo: seH= {a,b,c,d} eK= {1, 5, 7}, dai o produto cartesiano Hx K é o

conjunto de pares ordenados a seguir:

a b C d
1 (a,1) (b,1) (c,1) (d,1)
5 (a,5) (b,5) (¢,5) (d,5)
7 (a,7) (b,7) (¢,7) (d,7)

* Note que, se H # K, (H x K) # (K xH).
* Pode definir H x K assim: H x K={(h, k) : (h € H) A (k € K)}.

» Se qualquer um dos conjuntos A, for @, o produto cartesiano [|A; é o préprio @, pois
nao pode selecionar um elemento de @ para montar uma énupla. Se nenhum desses
conjuntos A, for @, e pelo menos um deles for infinito, o produto cartesiano []A; € um
conjunto infinito também. Por Ultimo, se nenhum desses conjuntos A for @, e se
todos eles tiverem numero finito de elementos, o produto cartesiano []A; contém
#(A1) - #(A2) - #(A3) - - - #(An) elementos.

* Definicdo de fungado, usando os conjuntos H e K como guia: uma fungéo f € um
subconjunto do produto cartesiano H x K tal que, para cada h € H, sem excecéo,

existe exatamente um par ordenado (h, k) pertencente a f.

» Portanto, para que f exista, os dois conjuntos H e Ktém de ser conjuntos nao
vazios; cada elemento de H, sem excec¢do, faz parte de um e apenas um par
ordenado (h, t); sendo assim, se (h, a) = (h, b), entdo a = b. Pode ver na figura 14

uma das funcdes possiveis entre as doze fun¢des contidas em H x K.
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a b ¢ d
1 (a,1) (b,1) (c,1) (a,1)
5 (a,5) (080 @8] (d4.5)

@0 (»,7) (c,7) (@F

,7)

~

Figura 14

* Chame o conjunto Hde “dominio” ou “conjunto de partida”; o conjunto K, de
“contradominio” ou “conjunto de chegada”; e chame de “imagem” o subconjunto com

os elementos de K que entraram nalgum par ordenado (h, k) € f.

* Agora, pode generalizar um pouco mais a ideia de fungcdo usando, como
referéncia, o produto cartesiano []Ai. Se nenhum A= @, pode definir a
funcdo h assim: € um subconjunto de []A; tal que, para cada elemento a; € A;, sem
excecdo, existe uma e apenas uma énupla ordenada (ai, az, az, ..., an) € []A.
Assim, A; fica sendo o dominio e []JA;, o contradominio.

* Matematicos gostam de definir fungbes dessa maneira, pensando nelas como
subconjuntos de produtos cartesianos, pois assim dispensam a palavra “regra”, tao
comum na definicdo escolar de funcdo. Muitas vezes, eles conhecem os conjuntos
envolvidos na funcao, e até sabem montar as énuplas que sédo elementos da funcéo,
mas ndo conhecem a regra, que € justamente o que estdo tentando descobrir. Com
essa definicdo baseada em conjuntos, eles também ficam dispensados de
apresentar a funcdo como se fosse uma maquina de fazer salsichas, ja que é
péssima a analogia da maquina que transforma, por exemplo, x emy; pois tal
analogia presume que a funcédo faz alguma coisa com os elementos do dominio,
gquando ela na verdade néo faz nada; ela simplesmente correlaciona cada elemento
do dominio, sem excec¢éo, com exatamente um dos elementos do contradominio. S

iSSO.

» Por muitas décadas os matematicos usaram a ideia de par ordenado e de énupla
ordenada, mas algo os incomodava. N&o existe, na teoria dos conjuntos e na
linguagem dos conjuntos, a ideia de “direita” e “esquerda”, “antes” e “depois”. Afinal,
na teoria dos conjuntos, os conjuntos {a, b} e {b, a} sdo o0 mesmo conjunto, pois cada

elemento de um é elemento do outro, e vice-versa. SO em 1921 Kazimierz
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Kuratowski, matemético polonés, foi capaz de criar a definicdo que todos usam até

hoje:
(a,b) ={{a}.{a,b}}
Em razdo dessa definicdo inteligente, agora (a,b) = (c,d) se, e somente

se,a=ceb=d. Note que Kuratowski ndo recorreu a palavras como direita e
esquerda. Vocé pode adaptar essa definicdo para énuplas com qualquer nimero de

elementos, e até mesmo para énuplas com nimero infinito de elementos.

» Até 1933, muitos matematicos achavam que seria impossivel dar uma fundacéao
rigorosa para a teoria da probabilidade. Foi quando o matematico russo Andrei
Nikolaevich Kolmogorov publicou o tratado Fundac¢des da Teoria da Probabilidade, e
deu ao assunto uma base rigorosa — elaborada de cabo a rabo com a teoria dos
conjuntos. A primeira frase importante do livro é: “Seja Eum conjunto de
elementos &, n, ¢, ..., que vamos chamar de eventos elementares, e sejaR 0
conjunto dos subconjuntos de E; vamos chamar os elementos de R de eventos
aleatérios.” E assim que comeca um dos textos mais importantes na histéria da
humanidade. {FIM}

Observacoes:

1. Publiquei essa matéria pela primeira vez na revista Calculo: Matematica para
Todos, edicdo 50, marco de 2015, pag. 24. A versdo que acabou de ler foi revista e
atualizada.

2. As entrevistas foram feitas pelos jornalistas Felipe Dreher e Renato Mendes.
3. As figuras 3, 4, 10, 11, 12 e 13 foram feitas pelo artista grafico Henrique Arruda.

4. O titulo da secao 4, “Quase Tudo Sobre Conjuntos”, € um patente exagero; penso
gue perdoavel numa publicacéo paradidatica de carater jornalistico. O livro de Paul
Halmos sobre teoria dos conjuntos, Naive Set Theory, tem pouco mais de 100
paginas e é dificil.
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